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Özetçe

Bu çalışmada, zamanla değişen konveks fonksiyonların
modüler optimizasyonu ele alınmıştır. Zamanla değişim birbi-
rinden farklı sonlu sayıda konveks fonksiyonlar arası geçişler
ile tanımlanmış olup, geçiş olasılıklarının ve geçişin meydana
geldiği anların bilinmediği ergodik bir Markov zinciri ile mo-
dellenebildiği durumlarda, herhangi bir ekstra bilgiye sahip ol-
maksızın, birbirinden farklı sonlu sayıda konveks fonksiyonun
interaktif optimizasyonunu gerçekleştirebilen modüler bir al-
goritma önerilmiştir. Modüller birbirlerinin gradyan bilgilerini
paylaşarak, interaktif bir şekilde, tanimlanan bu optimizasyon
problemini çözebildikleri benzetim çalışmalarında gösterilmiş-
tir. Ek olarak, önerilen yöntemin fonksiyonun zamanla değişi-
minin çok hızlı olduğu durumlarda dahi, başarılı olduğu göz-
lemlenmiştir.

Abstract

In this study, modular optimization of time-varying convex
functions is discussed. Under the assumption that the time vari-
ation is defined by transitions between a finite number of con-
vex functions that differ from each other, a modular algorithm
is proposed that can perform interactive optimization of these
finite number of convex functions without any extra informa-
tion when the transition probabilities and the exact moments of
occurrence of the transitions are unknown, and can be modeled
with an ergodic Markov chain. It has been shown in simulation
studies that modules can solve this optimization problem by in-
teractively sharing their gradient information. In addition, it has
been observed that the proposed method is successful even in
cases where the time variation is very fast.

1. Giriş

Konveks optimizasyon, konveks amaç fonksiyonlarına en uy-
gun çözümleri verimli bir şekilde bulmak için matematiksel ola-
rak titiz bir çerçeve sağlamakla birlikte optimal kontrol teorisi,

dağıtık sistemlerin optimizasyonu ve makine öğrenimi dahil ol-
mak üzere çeşitli alanlarda mevcut optimizasyon problemle-
rini çözmek için temel bir araç olmuştur. Ancak, birçok gerçek
dünya senaryosu, kısıtlamaların ve hedeflerin zaman içinde de-
ğiştiği dinamik sistemleri içerir. Zamanla değişen bu kısıtlama-
lardan kaynaklanan doğal karmaşıklıklar, dinamik sistemlerde
verimli ve etkili optimizasyon elde etmede önemli zorluklar ya-
ratması sebebiyle, özel metodolojilerin ve algoritmaların kulla-
nımını gerektirir [1].

Zamanla değişen optimizasyon problemleri, maliyet fonk-
siyonu ve kısıtlamalar zaman içinde sürekli olarak değişebildi-
ğinden, zamanla değişmeyen programların doğal bir uzantısını
temsil eder [2]. Son zamanlarda, zamanla değişen optimizas-
yon formulasyonları ve beraberindeki çevrimiçi çözücüler, hem
sürekli-zaman [3, 4] hem de ayrık-zaman [5] senaryoları için
önerilmiştir. Bu çalışmaların ana hedefleri, sürekli değişen op-
timizasyon programlarının optimize edicilerinin yörüngelerini
takip edebilen algoritmalar geliştirmektir. Ortaya çıkan algorit-
mik yapılar, takip yeteneklerini hesaplama karmaşıklığıyla iliş-
kilendirilen hata sınırları ile birlikte yakınsama oranları açısın-
dan güvenilir performans göstermiştir.

Zamanla değişen konveks optimizasyon algoritmaları, bir-
çok mühendislik alanında, geniş ölçekte dinamik optimizasyon
görevlerinin üstesinden gelmek için çekici bir aday haline gel-
mektedir. Örneğin, zamanla değişen optimizasyon problemleri,
zamanla değişen bir parametreye bağlı olan problemler oldu-
ğundan, sıklıkla robotik sistemlerde ortaya çıkar. Güvenli na-
vigasyon bağlamında, [6], [7] çalışmaları robotun konumuna
bağlı olan bir yerel güvenli alanı tanımlama problemini ele alir.
Navigasyon için kullanılan kontrol yasası, hedefin yerel güvenli
alandaki izdüşümünü izlemeyi amaçlar. Hedefin sabit olduğu
durumlarda bile, yerel alanlardaki boşluğun zaman icerisinde
değişmesi nedeniyle zamanla değişen bir optimizasyon prob-
lemi çözülmelidir. Ulaşım sistemleri bağlamında, trafikteki de-
ğişimler, karşıdan karşıya geçen yayalar, araba kazaları, spor
etkinlikleri gibi farklı faktörlerden dolayı sistemde hızlı za-
man değişimleri meydana gelebilir. Bu faktörler zamana bağlı
yönlendirme ve trafik ışığı kontrol algoritmalarının kullanımını
gerektirebilir [8]. Örneğin [9]’da, dinamik araç yönlendirme
problemini çözmek amacıyla, makine ögrenmesine dayalı çev-



rimiçi bir tahminleme yöntemi sunulmuştur. Bu örneklerin yanı
sıra, (zamanla değişen) konveks optimizasyon çözümleri kont-
rol sistemlerinde [10], güç sistemlerinde [11], makine ögren-
mesi [12, 13] ve optimizasyon [14] alanlarında da oldukça sık
karşımıza çıkar.

Bu çalışmada, [15–18]’den esinlenilerek, konveks fonksi-
yonların zamanla değişiminin, geçiş olasılıklarının ve geçişin
meydana geldiği anların bilinmediği ergodik bir Markov zinciri
ile modellendiği durumlar incelenmiştir. Önerilen modüler al-
goritma sayesinde, herhangi ekstra bir bilgiye sahip olmaksızın,
sonlu sayıda ve birbirinden farklı konveks fonksiyonların inte-
raktif optimizasyonu çevrimiçi bir şekilde gerçekleştirilmiştir.
Önerilen yöntem, benzetim çalışmaları ile desteklenmiştir.

Çalışmanın geri kalanı şu şekilde organize edilmiştir: 2. Kı-
sımda problem formülasyonu yapılmış ve önerilen algoritma
sunulmuştur. Son olarak 3. Kısımda, benzetim çalışmalarına yer
verilmiştir.

1.1. Notasyon

Gerçel sayıların kümesi R ile gösterilirken, m-boyutlu Öklid-
yen uzayı Rm ile temsil edilir. x ∈ Rm vektörü için, xT onun
transpozunu ifade eder. Sonlu bir küme S için, kardinalitesi |S|
ile gösterilir. Türevlenebilir bir fonksiyon f : Rm → R için
∇f(x), fonksiyonun x ∈ Rm noktasındaki gradyanını temsil
eder.

2. Problem Formülasyonu ve Önerilen
Modüler Algoritma

Bu kısımda, ilk olarak çözülmek istenen problem tanıtılacaktır.
Sonrasında, bu problemin çözümü için modüler yapıya sahip bir
optimizasyon algoritması sunulacaktır.

2.1. Problem Formülasyonu

f : Rm × R≥0 → R zamana bağlı olarak parametrelenmiş
konveks bir fonksiyon olsun, ve f(x; k) ile gösterilsin. Burada,
x ∈ Rn karar değişkenini ve k ≥ 0 zamanı temsil ederken
çözülmek istenen problem

min
x∈Rm

f(x; k), ∀k ≥ 0 (1)

ile ifade edilir. Bu varsayımlar altında, herhangi bir zaman k ≥
0 için, problem (1) global bir minimuma sahiptir. Bu, aşağıdaki
zaman ile değişen optimal çözümün bulunabilmesini sağlar:

x⋆(k) := argmin
x∈Rm

f(x; k), ∀k ≥ 0. (2)

İlk olarak, diyelim ki F = {f1(x), · · · , fN (x)} sınırlı sa-
yıda elemanı olan (0 < N < ∞) ve elemaları zamanla değiş-
meyen bir set olsun. Bu çalışmada, [15–18]’den esinlenilerek,
f(x, k) fonksiyonunun zamanla değişimi, bu fonsiyonun F -
setinin elemanları arasında zaman içerisinde rastgele geçiş yap-
tığı varsayımı altında, geçiş olasılıklarının ve geçişin meydana
geldiği spesifik anların bilinmediği ergodik bir Markov zinciri

ile modellenebilir. Burada dikkat etmeliyiz ki, hangi fonksiyon-
dan hangi fonksiyona geçişin olacağının bilinmemesiyle bir-
likte, geçişler arasındaki zaman her iki geçiş için aynı olmasa
da; rastgele bir geçiş gerçekleştikten sonra, bir sonraki geçişe
kadar minimum 0 < Tmin < ∞ kadar zaman geçecek olması-
dır. Dahası, Markov zinciri ergodik olduğundan, F -setinin tüm
elemanları sonsuz sıklıkta ziyaret edilir.

Diğer yandan, f(x, k) fonksiyonunun her bir k ≥ 0

anında konveks olması, ancak F setinin elemanları olan
f1(x), · · · , fN (x) fonksiyonlarının da konveks olması ile
mümkün olur. Bu nedenle, aşağıdaki varsayımı yapıyoruz:

Varsayım 1 Maliyet fonksiyonları fi(x) türevlenebilir ve
gradyanları bir üst sınıra sahip konveks fonksiyonlardır. Yani,
herhangi bir x1, x2 ∈ Rm ve her i = 1, 2, . . . , N için aşağı-
daki eşitsizlikler geçerlidir:

(i) fi(x2)− fi(x1) ≥ ∇fi(x1)
T (x2 − x1),

(ii) ∃Li > 0 olmak üzere, ||∇fi(x)|| ≤ Li.

Herhangi bir zamanla değişen konveks fonksiyon optimi-
zasyonu problemi için önemli diğer bir varsayım, ardışık iki za-
mandaki çözümler arasındaki farkın sınırlı olmasıdır.

Varsayım 2 Birbirini takip eden zamanlarda (rastgele) geçiş
yapılan fonksiyonların mimimumları arasındaki mesafe, şu şe-
kilde bir üst sınıra sahiptir:

||x∗
i − x∗

j || ≤ K. (3)

Burada, 0 < K < ∞ üst sınırı ile birlikte x∗
i =

argminx∈Rm fi(x) eşitliği her bir i = 1, 2, · · · , N için ge-
çerlidir.

Varsayım 1 ve Varsayım 2’nin doğru olduğunu kabul eder-
sek, (2)’de verilen çözüm de zamana bağlı olarak değişecektir.
Optimize edilecek fonksiyonun zamanda değişimi F -seti ele-
maları arasında olduğundan, ve rastgele bir geçiş gerçekleştik-
ten sonra, geçişten bir önceki fonksiyonun minimum noktasın-
dan zamanla uzaklaşılır. Dahası, Tmin değerinin beklenenden
küçük olması, (2)’de verilen çözümün, F -setinde mevcut olan
konveks fonksiyonların minimum değerlerine yaklasmasını, ve
dahası optimal çözümün elde edilmesini bile engelleyebilir. Bu
nedenle, fonksiyonun zamanla değişen yapısı, problemin tek bir
eniyileyici ile çözülmesini de zorlaştırmaktadır. Bir sonraki kı-
sımda, bu gibi problemleri ortadan kaldırmak amacıyla, modü-
ler ve interaktif yapıda olan bir algoritma sunulacaktır.

2.2. Önerilen Gradyan Azalma Tabanlı Modüler Algo-
ritma

Zamanla değişimin gerçekleştiği F = {f1(x), · · · , fN (x)} se-
tinde N adet konveks fonksiyon bulunur ve önerilen algorit-
mada M adet gradyan azalma tabanlı optimizasyon modülü kul-
lanılır. Bu optimizasyon modülleri, zaman içerisinde ayarlana-
bilir adım boyları ile her bir k ≥ 0 anında kendi güncelleme
kuralını uygular. İlk olarak, kullanılacak modüllerin lokal para-
metrelerini içeren set MI = {x̂1, x̂2. · · · , x̂M} tanımlayalım.
Sonrasında, her bir modül için birbirinden farklı başlangıç nok-
taları seçilir, yani herhangi iki x̂i, x̂j ∈ MI için x̂i(0) ̸= x̂j(0)



Modül 1

Modül 2

Modül M

∑
...

∣∣∣∣∇f
(
θ1(k), k

)∣∣∣∣−2

∣∣∣∣∇f
(
θ2(k), k

)∣∣∣∣−2

∣∣∣∣∇f
(
θM (k), k

)∣∣∣∣−2

S(k)

Şekil 1: Optimizasyon yönteminin modüler yapısı.

sağlanır. Herhangi bir k ≥ 0 anında i-modülü için aşağıdaki
güncelleme kuralı geçerlidir:

x̂i(k + 1) = x̂i(k)− ηi(k)∇f(x̂i(k), k). (4)

Burada, 0 < η ≤ 1 olmak üzere, zamana bağlı adım boyları
aşağıdaki gibi ayarlanır:

ηi(k) = η
||∇f(x̂i(k), k)||−2

S(k)
,

= η
||∇f(x̂i(k), k)||−2∑M
j=1 ||∇f(x̂j(k), k)||−2

. (5)

Yorum 1 Eğer herhangi iki x̂i, x̂j ∈ MI için x̂i(0) ̸= x̂j(0)

sağlandığını varsayarsak ve M ≥ N adet modül kullanırsak,
N adet modül F setindeki N adet fonksiyonun minimum nok-
talarına yakınsar ve M −N adet modül ise başlangıç noktala-
rına bağlı olarak parametre uzayında bir yere yakınsarlar. Eğer
M < N ise, hiçbir modül yakınsayamaz, ve bu istenmeyen bir
durumdur. Bu nedenle, yapılan örtük varsayım, N ’nin bilindiği
ya da bu değer için uygun bir üst sınırın tahnminlenebilmesi-
dir. Dolayısıyla, uygun sayıda modülun belirlenebilmesi müm-
kün olur.

Her bir i = 1, 2, · · · , N için x∗
i = argminx∈Rm fi(x)

olsun ve F ∗ = {x∗
1, x

∗
2, · · · , x∗

N} seti F setinde bulunan kon-
veks fonksiyonların minimum noktalarını içeren bir set olsun.
Burada, herhangi iki x̂i, x̂j ∈ MI için x̂i(0) ̸= x̂j(0) sağlan-
ması büyük önem taşır. Örneğin, M = N olduğu durumda her
bir x̂i, x̂j ∈ MI için x̂i(0) = x̂j(0) sağlanırsa, (4) ve (5)’de
verilen güncelleme kuralı

x̂i(k + 1) = x̂i(k)− η
∇f(x̂i(k), k)

N

olarak yeniden yazılabilir ve her k ≥ 0, x̂i ∈ MI için x̂i(k) =

x̂j(k) sağlanır. Dolayısıyla, modüllerin başlangıç noktalarının
parametre uzayında rastgele bir şekilde birbirlerinden farklı ola-
rak seçilmesi önemli bir husus haline gelmektedir.

Bütün bu bilgiler ışığında, mevcut olan teorik sonuç aşağıda
sunulmuştur:

Önerme 1 Eğer M ≥ N eşitsizliği sağlanırsa, her bir x∗
j ∈

F ∗ için, aşağıdaki eşitliği sağlayan benzersiz bir x̂i(k) ∈ MI

vardır:

lim
k→∞

||x̂i(k)− x∗
j || = 0.

Önerme 1 aslında tüm modellerin asimptotik davranışıyla
ilgilidir. Daha açık olarak amaç, her bir modülün F -setinin
farklı bir elemanına yakınsadığını göstermektir. Başlangıç ko-
şullarına ve f(x, k) fonksiyonun zamana bağlı değişimine bağlı
olarak, herhangi bir model, herhangi bir fonksiyonun minimum
noktasına yakınsayabilir.

Yorum 2 Herhangi bir k ≥ 0 anında, ∇f(x̂i(k), k) terimi
i-modülü tarafından hesaplanan gradyan olduğundan model-
lerin lokal parametreleri x̂i(k) (i = 1, 2, · · · ,M ), daha kü-
çük gradyanlara sahip modüllerin daha büyük adım boyutla-
rına sahip olmasını sağlayacak bir şekilde ayarlanır. Diğer bir
deyişle, herhangi bir k = ki anında f(x, k) = fi(x) olduğun-
dan, k = ki anında küçük gradyanlara sahip modüller, fi(x)
fonksiyonun minimum noktasına daha büyük adımlarla yakla-
şırlar.

Burada diğer önemli bir nokta ise, göreli konumları ne
olursa olsun tüm modüllerin her an aktif olması, yani tüm mo-
düllerin aynı anda kendi güncelleme kuralını uygulamasıdır.
Başka bir deyişle, önerilen algoritma bir "kazanan hepsini alır"
ilkesini izlemez, ancak herhangi bir modül F setinde bir nok-
taya yakınsamadığı sürece tüm modüller sıfır olmayan bir adım
boyu kullanır. Bu kural, özellikle birden fazla modülün, F se-
tindeki bir elemana yakınsamaya başladığı durumda, bu modül-
lerin güncelleme kurallarının kilitlenmesini önler. Matematiksel
olarak, her x̂i, x̂j ∈ MI ve x̂i(0) ̸= x̂j(0) için

ηi(k) =

→ 1, if ||∇f(x̂i(k), k)|| → 0,

→ 0, ||∇f(x̂j(k), k)|| → 0,
(6)

olduğunu gözlemleriz ve bu, herhangi iki modülün aynı noktaya
yakınsamamasını sağlar.

Yorum 3 Bu çalışma boyunca, f(x, k) fonksiyonunun deği-
şimi ile ilgili herhangi bir bilgi elimizde olmadığından, ve bu
değişim çevrimiçi gerçekleştiğinden ötürü, N adet modülün pa-
rallel optimizasyonu istenen sonucu vermeyecektir ve bu durum,
bu çalışmanın katkısını göstermektedir.

3. Benzetim Çalışmaları

Bu kısımda, önerilen algoritmanın, Varsayım 1 ve Varsayım
2’nin doğru olduğunu kabul ederek, Önerme 1’de verilen so-
nucu elde ettiğini benzetim çalışmaları ile göstereceğiz.

Varsayalım ki zamanla değişen f(x; k) fonksiyonu, 4 adet
elemanı olan (N = 4) ve elemanları zamanla değişmeyen kon-
veks birer fonksiyon olan
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Şekil 2: M = 2, N = 4 değerleri için modüllerin lokal para-
metre tahminlerinin gelişimi.

F =
{
f1(x), f2(x), f3(x), f4(x)

}
,

=
{
(x− 10)2, (x− 20)2, (x− 30)2, (x− 40)2

}
seti içerisinden değerler alarak değişsin. Bu durumda, F ∗ =

{10, 20, 30, 40} olur. Dahası, tüm modüller için başlangıç nok-
taları, rastgele bir şekilde U(10, 40) sürekli düzgün dağılımın-
dan seçilmiş olup, (5)’deki sabit adım boyu η = 0.1 olarak be-
lirlenmiştir. Problem tanımına göre, diyebiliriz ki herhangi bir
k = ki ≥ 0 anında f(x, k) = fi(x) olur ve bu fonksiyon
Tmin iterasyon süreci boyunca değişmeyecektir, ve bu değişim-
ler F -seti elemanları arasında rastgele bir şekilde olabilir. Fakat
benzetim çalışmalarında, f(x, k) fonksiyonu F -seti elemanları
arasında sırayla her Tmin = 5 iterasyonda bir değişeceği ve F

setinin tüm elemanları sonsuz sıklıkta ziyaret edileceği varsa-
yımları altında 3 farklı durumu inceleyeceğiz.

3.1. Durum-1: M < N

İlk senaryoda, modül sayısı M = 2 olarak seçilmiştir. Önerme
1’deki koşulun sağlanmadığı ve F setinin tüm elemanları son-
suz sıklıkta sırasıyla ziyaret edileceği düşünüldüğünde, Şekil
2’den de gözlemlenebileceği üzere, herhangi bir modül için her-
hangi bir noktaya yakınsama durumu mümkün olmayacaktır.
Dahası, modüllerin lokal parametre tahminleri, başlangıç nok-
talarına ve zamana bağlı olarak salınım yaparak sürekli olarak
değişecektir. Bu durumda, modül sayısını arttırmamız gerekir.

3.2. Durum-2: M = N

Modül sayısı M = 4 olarak belirlendiğinde, Önerme 1’deki
koşul sağlanmış olup, Şekil 3’ten de gözlemlenebileceği üzere,
modüllerin lokal parametre tahminleri, F setinin birbirinden
farklı her bir elemanına olacak şekilde yakınsamışlardır. Bu
beklenen ve istenen bir sonuçtur. Dahası, konveks fonksiyonun
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Şekil 3: M = N = 4 değerleri için modüllerin lokal parametre
tahminlerinin gelişimi.
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Şekil 4: M = 6, N = 4 değerleri için modüllerin lokal para-
metre tahminlerinin gelişimi.

zamanla değişiminin, F setinin elemanları arasında çok hızlı bir
şekilde gerçekleştiği (Tmin = 5) varsayımı altında, zamanla
değişen minimum noktası x∗(k)’nın takibi literatürde mevcut
kesikli zamanda gradyan azalma tabanlı algoritmalar kullanıla-
rak istenen bir şekilde gerçekleşmeyebilir. Bu nedenle, öneri-
len algoritma, zamanla değişen konveks fonksiyonun bilinme-
yen sonlu sayıda değişebildiği veya fonksiyonun değişiminin
sonlu sayıda fonksiyonlarla kestiriminin yapılabildiği durumlar
için oldukça idealdir.



3.3. Durum-3: M > N

Son olarak, modül sayısını M = 6 olarak seçersek, Şekil 4’ten
de gözlemlenebileceği üzere, N = 4 adet modülün lokal pa-
rametreleri, yukarıda (Durum 3) olduğu gibi F setinin birbi-
rinden farklı N = 4 elemanına yakınsamışlardır. Geriye kalan
M − N = 2 adet modülün lokal parametreleri ise başlangıç
noktalarına bağlı olarak parametre uzayında herhangi bir yere
yakınsamışlardır. Yine Durum 2 ’de olduğu gibi Önerme 1’deki
koşul sağlanmış olup, istenen sonuç elde edilmiştir.

4. Sonuçlar

Bu çalışmada, konveks fonksiyonların zamanla değişiminin, ge-
çiş olasılıklarının ve geçişin meydana geldiği anların bilinme-
diği ergodik bir Markov zinciri ile modellendiği durumlar in-
celenmiştir. Önerilen modüler algoritma sayesinde, herhangi
ekstra bir bilgiye sahip olmaksızın, sonlu sayıda birbirinden
farklı konveks fonksiyonların interaktif optimizasyonu çevrimçi
bir şekilde gerçekleştirilmiştir. Önerilen yöntem, benzetim ça-
lışmaları ile desteklenmiştir.
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