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Bu caligmada, zamanla degisen konveks fonksiyonlarin
modiiler optimizasyonu ele alinmigtir. Zamanla degisim birbi-
rinden farkli sonlu sayida konveks fonksiyonlar aras1 gegisler
ile tammmlanmig olup, gecis olasiliklarinin ve gecisin meydana
geldigi anlarin bilinmedigi ergodik bir Markov zinciri ile mo-
dellenebildigi durumlarda, herhangi bir ekstra bilgiye sahip ol-
maksizin, birbirinden farkli sonlu sayida konveks fonksiyonun
interaktif optimizasyonunu gergeklestirebilen modiiler bir al-
goritma Onerilmigtir. Modiiller birbirlerinin gradyan bilgilerini
paylasarak, interaktif bir sekilde, tanimlanan bu optimizasyon
problemini ¢ozebildikleri benzetim ¢alismalarinda gosterilmis-
tir. Ek olarak, onerilen yontemin fonksiyonun zamanla degisi-
minin ¢ok hizli oldugu durumlarda dahi, basarili oldugu goz-
lemlenmistir.

Abstract

In this study, modular optimization of time-varying convex
functions is discussed. Under the assumption that the time vari-
ation is defined by transitions between a finite number of con-
vex functions that differ from each other, a modular algorithm
is proposed that can perform interactive optimization of these
finite number of convex functions without any extra informa-
tion when the transition probabilities and the exact moments of
occurrence of the transitions are unknown, and can be modeled
with an ergodic Markov chain. It has been shown in simulation
studies that modules can solve this optimization problem by in-
teractively sharing their gradient information. In addition, it has
been observed that the proposed method is successful even in
cases where the time variation is very fast.

1. Giris

Konveks optimizasyon, konveks amag fonksiyonlarina en uy-
gun ¢oziimleri verimli bir gekilde bulmak i¢in matematiksel ola-
rak titiz bir ¢erceve saglamakla birlikte optimal kontrol teorisi,

dagitik sistemlerin optimizasyonu ve makine 6grenimi dahil ol-
mak iizere ¢esitli alanlarda mevcut optimizasyon problemle-
rini ¢ozmek icin temel bir ara¢ olmustur. Ancak, bir¢ok gercek
diinya senaryosu, kisitlamalarin ve hedeflerin zaman i¢inde de-
Sistigi dinamik sistemleri igerir. Zamanla degisen bu kisitlama-
lardan kaynaklanan dogal karmagikliklar, dinamik sistemlerde
verimli ve etkili optimizasyon elde etmede 6nemli zorluklar ya-
ratmasi sebebiyle, 6zel metodolojilerin ve algoritmalarin kulla-
nimin1 gerektirir [1].

Zamanla degisen optimizasyon problemleri, maliyet fonk-
siyonu ve kisitlamalar zaman iginde siirekli olarak degisebildi-
ginden, zamanla degigsmeyen programlarin dogal bir uzantisini
temsil eder [2]. Son zamanlarda, zamanla degisen optimizas-
yon formulasyonlar1 ve beraberindeki ¢evrimigi ¢oziiciiler, hem
stirekli-zaman [3, 4] hem de ayrik-zaman [5] senaryolari i¢in
onerilmistir. Bu ¢alismalarin ana hedefleri, stirekli degisen op-
timizasyon programlarinin optimize edicilerinin yoriingelerini
takip edebilen algoritmalar gelistirmektir. Ortaya ¢ikan algorit-
mik yapilar, takip yeteneklerini hesaplama karmagikligiyla ilis-
kilendirilen hata sinirlar ile birlikte yakinsama oranlari agisin-
dan giivenilir performans gostermisgtir.

Zamanla degisen konveks optimizasyon algoritmalari, bir-
cok miihendislik alaninda, genis 6lgekte dinamik optimizasyon
gorevlerinin iistesinden gelmek icin ¢ekici bir aday haline gel-
mektedir. Ornegin, zamanla degigen optimizasyon problemler,
zamanla degisen bir parametreye bagli olan problemler oldu-
Sundan, siklikla robotik sistemlerde ortaya cikar. Giivenli na-
vigasyon baglaminda, [6], [7] ¢alismalar1 robotun konumuna
bagli olan bir yerel giivenli alan1 tanimlama problemini ele alir.
Navigasyon i¢in kullanilan kontrol yasasi, hedefin yerel giivenli
alandaki izdiigtimiinii izlemeyi amaglar. Hedefin sabit oldugu
durumlarda bile, yerel alanlardaki boglugun zaman icerisinde
degismesi nedeniyle zamanla degisen bir optimizasyon prob-
lemi ¢oziilmelidir. Ulagim sistemleri baglaminda, trafikteki de-
Sisimler, karsidan karsiya gecen yayalar, araba kazalari, spor
etkinlikleri gibi farkli faktorlerden dolay1 sistemde hizli za-
man degisimleri meydana gelebilir. Bu faktorler zamana bagl
yonlendirme ve trafik 15181 kontrol algoritmalarinin kullanimini
gerektirebilir [8]. Ornegin [9]’'da, dinamik arag yonlendirme
problemini ¢6zmek amaciyla, makine 6grenmesine dayali gev-



rimigi bir tahminleme yontemi sunulmustur. Bu 6rneklerin yan
sira, (zamanla degisen) konveks optimizasyon ¢oziimleri kont-
rol sistemlerinde [10], gii¢ sistemlerinde [11], makine 6gren-
mesi [12, 13] ve optimizasyon [14] alanlarinda da oldukga sik
karsimiza cikar.

Bu calismada, [15-18]’den esinlenilerek, konveks fonksi-
yonlarin zamanla degisiminin, gegis olasiliklarinin ve gecisin
meydana geldigi anlarin bilinmedigi ergodik bir Markov zinciri
ile modellendigi durumlar incelenmistir. Onerilen modiiler al-
goritma sayesinde, herhangi ekstra bir bilgiye sahip olmaksizin,
sonlu sayida ve birbirinden farkli konveks fonksiyonlarin inte-
raktif optimizasyonu cevrimigi bir sekilde gergeklestirilmistir.
Onerilen yontem, benzetim calismalari ile desteklenmistir.

Caligsmanin geri kalani su sekilde organize edilmisgtir: 2. Ki-
simda problem formiilasyonu yapilmis ve Onerilen algoritma
sunulmustur. Son olarak 3. Kisimda, benzetim ¢aligmalarina yer
verilmigtir.

1.1. Notasyon

Gergel sayilarin kiimesi R ile gosterilirken, m-boyutlu Oklid-
yen uzay1 R™ ile temsil edilir. # € R™ vektorii igin, 27 onun
transpozunu ifade eder. Sonlu bir kiime S i¢in, kardinalitesi | S|
ile gosterilir. Tiirevlenebilir bir fonksiyon f : R™ — R i¢in
V f(x), fonksiyonun = € R™ noktasindaki gradyanini temsil
eder.

2. Problem Formiilasyonu ve Onerilen
Modiiler Algoritma

Bu kisimda, ilk olarak ¢o6ziilmek istenen problem tanitilacaktir.
Sonrasinda, bu problemin ¢oziimii i¢in modiiler yapiya sahip bir
optimizasyon algoritmasi sunulacaktir.

2.1. Problem Formiilasyonu

f + R™ x R>¢o — R zamana bagl olarak parametrelenmis
konveks bir fonksiyon olsun, ve f(z; k) ile gosterilsin. Burada,
x € R"™ karar degigkenini ve £ > 0 zamani temsil ederken
¢oziilmek istenen problem

min f(z;k), Vk>0 1)

TER™

ile ifade edilir. Bu varsayimlar altinda, herhangi bir zaman k£ >
0 i¢in, problem (1) global bir minimuma sahiptir. Bu, asagidaki
zaman ile degisen optimal ¢6ziimiin bulunabilmesini saglar:

x*(k) := argmin f(x;k), Vk>0. 2)

TrER™

ilk olarak, diyelim ki ' = {f1(z), -+, fn(x)} smrh sa-
yida elemani olan (0 < N < o0) ve elemalar1 zamanla degis-
meyen bir set olsun. Bu ¢aligmada, [15-18]’den esinlenilerek,
f(x, k) fonksiyonunun zamanla degisimi, bu fonsiyonun F-
setinin elemanlar1 arasinda zaman igerisinde rastgele gegis yap-
t1g1 varsayimi altinda, gegis olasiliklarinin ve gegisin meydana
geldigi spesifik anlarin bilinmedigi ergodik bir Markov zinciri

ile modellenebilir. Burada dikkat etmeliyiz ki, hangi fonksiyon-
dan hangi fonksiyona gecisin olacaginin bilinmemesiyle bir-
likte, gegisler arasindaki zaman her iki gecis i¢in ayn1 olmasa
da; rastgele bir gegis gerceklestikten sonra, bir sonraki gegise
kadar minimum 0 < T}, < co kadar zaman gegecek olmasi-
dir. Dahasi, Markov zinciri ergodik oldugundan, F'-setinin tim
elemanlar1 sonsuz siklikta ziyaret edilir.

Diger yandan, f(x,k) fonksiyonunun her bir £k > 0
aninda konveks olmasi, ancak F' setinin elemanlar1 olan
fi(z), -, fn(z) fonksiyonlarmin da konveks olmasi ile
miimkiin olur. Bu nedenle, agsagidaki varsayimi yapiyoruz:

Varsaymm 1 Maliyet fonksiyonlar:t f;(x) tiirevienebilir ve
gradyanlart bir iist sinira sahip konveks fonksiyonlardir. Yani,
herhangi bir x1,x2 € R"™ ve heri = 1,2,..., N icin asagi-
daki egitsizlikler gecerlidir:

(i) fi(z2) = fi(z1) = Vfi(z1)T (w2 — 21),
(¢3) 3L; > 0 olmak iizere, ||V fi(x)|| < L.

Herhangi bir zamanla degisen konveks fonksiyon optimi-
zasyonu problemi i¢in 6nemli diger bir varsayim, ardisik iki za-
mandaki ¢oztimler arasindaki farkin sinirlt olmasidir.

Varsayim 2 Birbirini takip eden zamanlarda (rastgele) gegis
yapulan fonksiyonlarin mimimumlar: arasindaki mesafe, su se-
kilde bir iist sinira sahiptir:

|[z7 — 5] < K. A3)

Burada, 0 < K < oo iist sturt ile birlikte x; =
arg ming, cpm fi(x) esitligi her bir i = 1,2,--- | N icin ge-
cerlidir.

Varsayim 1 ve Varsayim 2’nin dogru oldugunu kabul eder-
sek, (2)’de verilen ¢6ziim de zamana bagl olarak degisecektir.
Optimize edilecek fonksiyonun zamanda degisimi F'-seti ele-
malar1 arasinda oldugundan, ve rastgele bir gecis gerceklestik-
ten sonra, gegisten bir dnceki fonksiyonun minimum noktasin-
dan zamanla uzaklagilir. Dahasi, T}, degerinin beklenenden
kii¢iik olmasi, (2)’de verilen ¢oziimiin, F'-setinde mevcut olan
konveks fonksiyonlarin minimum degerlerine yaklasmasini, ve
dahas1 optimal ¢oziimiin elde edilmesini bile engelleyebilir. Bu
nedenle, fonksiyonun zamanla degisen yapisi, problemin tek bir
eniyileyici ile ¢oziilmesini de zorlagtirmaktadir. Bir sonraki ki-
simda, bu gibi problemleri ortadan kaldirmak amaciyla, modii-
ler ve interaktif yapida olan bir algoritma sunulacaktir.

2.2. Onerilen Gradyan Azalma Tabanh Modiiler Algo-
ritma

Zamanla degisimin gergeklestigi F' = {f1(z), - -, fn(x)} se-
tinde N adet konveks fonksiyon bulunur ve onerilen algorit-
mada M adet gradyan azalma tabanli optimizasyon modiilii kul-
lanilir. Bu optimizasyon modiilleri, zaman icerisinde ayarlana-
bilir adim boylar ile her bir & > 0 aninda kendi giincelleme
kuralin1 uygular. Tk olarak, kullamlacak modiillerin lokal para-
metrelerini igeren set M7 = {&1,&2. - ,&nm} tammlayalim.
Sonrasinda, her bir modiil i¢in birbirinden farkli baslangic nok-
talar1 segilir, yani herhangi iki Z;, £; € M7 i¢in £;(0) # &;(0)
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Sekil 1: Optimizasyon yonteminin modiiler yapisi.

saglanir. Herhangi bir £ > 0 aninda i-modiilti i¢in agagidaki
giincelleme kural1 gecerlidir:

Zi(k+1) = &i(k) — ni(k)Vf(Zi(k), k). “

Burada, 0 < 1 < 1 olmak iizere, zamana bagh adim boylar1
asagidaki gibi ayarlanir:

m(k)ZWIIVf(ff?;((%k)llf 7

IVf(@:i(k), R)II>
S IV (@ (k), k)l

Yorum 1 Eger herhangi iki &;,&; € M icin £;(0) # &;(0)
saglandigini varsayarsak ve M > N adet modiil kullanirsak,
N adet modiil F setindeki N adet fonksiyonun minimum nok-
talarina yakinsar ve M — N adet modiil ise baslangi¢ noktala-

=7 ©)

rina bagl olarak parametre uzayinda bir yere yakinsarlar. Eger
M < N ise, hichir modiil yakinsayamaz, ve bu istenmeyen bir
durumdur. Bu nedenle, yapilan ortiik varsayim, N ’nin bilindigi
ya da bu deger icin uygun bir iist simirin tahnminlenebilmesi-
dir. Dolayisiyla, uygun sayida modiilun belirlenebilmesi miim-
kiin olur.

Her bir ¢ = 1,2,--- , N i¢in z] = argmin,cpm fi(x)
olsun ve F* = {x7, 25, -,z } seti F' setinde bulunan kon-
veks fonksiyonlarin minimum noktalarini i¢eren bir set olsun.
Burada, herhangi iki £;,2; € M7 i¢in £;(0) # £;(0) saglan-
mas1 bilyiik 6nem tagir. Ornegin, M = N oldugu durumda her
bir &;, &; € M icin Z;(0) = Z;(0) saglanirsa, (4) ve (5)’de
verilen giincelleme kurali

N

olarak yeniden yazilabilir ve her k > 0, &; € M7 igin &; (k) =
Z;(k) saglanir. Dolayistyla, modiillerin baglangi¢ noktalarinin

Ti(k+1) =ai(k) —n

parametre uzayinda rastgele bir sekilde birbirlerinden farkli ola-
rak secilmesi 6nemli bir husus haline gelmektedir.

Biitiin bu bilgiler 15181nda, mevcut olan teorik sonug agagida
sunulmustur:

Onerme 1 Eger M > N esitsizligi saglanirsa, her bir xj €
F* icin, asagidaki esitligi saglayan benzersiz bir &;(k) € M
vardir:

Jim [[:(k) — 23| = 0.

Onerme 1 aslinda tiim modellerin asimptotik davranisiyla
ilgilidir. Daha agik olarak amag, her bir modiiliin F-setinin
farkli bir elemanina yakinsadigini gostermektir. Baglangic ko-
sullarina ve f(z, k) fonksiyonun zamana bagli degisimine bagl
olarak, herhangi bir model, herhangi bir fonksiyonun minimum
noktasina yakinsayabilir.

Yorum 2 Herhangi bir k > 0 aminda, V f(Z(k), k) terimi
i-modiilii tarafindan hesaplanan gradyan oldugundan model-
lerin lokal parametreleri &;(k) (i = 1,2,---, M), daha kii-
ciik gradyanlara sahip modiillerin daha biiyiik adim boyutla-
rina sahip olmasin saglayacak bir sekilde ayarlanir. Diger bir
deyisle, herhangi bir k = k; aminda f(x, k) = fi(x) oldugun-
dan, k = k; aminda kiiciik gradyanlara sahip modiiller, f;(x)
fonksiyonun minimum noktasina daha biiyiik adimlarla yakla-
sirlar.

Burada diger 6nemli bir nokta ise, goreli konumlar1 ne
olursa olsun tiim modiillerin her an aktif olmasi, yani tiim mo-
diillerin aym1 anda kendi giincelleme kuralint uygulamasidir.
Bagka bir deyigle, 6nerilen algoritma bir "kazanan hepsini alir"
ilkesini izlemez, ancak herhangi bir modiil F' setinde bir nok-
taya yakinsamadigi siirece tiim modiiller sifir olmayan bir adim
boyu kullanir. Bu kural, 6zellikle birden fazla modiiliin, F' se-
tindeki bir elemana yakinsamaya bagladigi durumda, bu modiil-
lerin giincelleme kurallarinin kilitlenmesini 6nler. Matematiksel
olarak, her Z;, £; € My ve ;(0) # Z,(0) i¢in

=1, if[|[Vf(&i(k),k)|] =0,
ni(k) = ©)
=0, [IVf(&;(k), k)| =0,

oldugunu gozlemleriz ve bu, herhangi iki modiiliin ayn1 noktaya
yakinsamamasini saglar.

Yorum 3 Bu calisma boyunca, f(x,k) fonksiyonunun degi-
simi ile ilgili herhangi bir bilgi elimizde olmadigindan, ve bu
degisim cevrimici gerceklestiginden otiirii, N adet modiiliin pa-
rallel optimizasyonu istenen sonucu vermeyecektir ve bu durum,
bu ¢calismanin katkisini gostermektedir.

3. Benzetim Calismalan

Bu kisimda, onerilen algoritmanin, Varsayim 1 ve Varsayim
2’nin dogru oldugunu kabul ederek, Onerme 1°de verilen so-
nucu elde ettiini benzetim calismalar ile gosterecegiz.

Varsayalim ki zamanla degisen f(x; k) fonksiyonu, 4 adet
elemant olan (N = 4) ve elemanlar1 zamanla degismeyen kon-
veks birer fonksiyon olan
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Sekil 2: M = 2, N = 4 degerleri i¢in modiillerin lokal para-
metre tahminlerinin gelisimi.

F= {f1($)7f2(1)7f3($), f4($)},
= {(z — 10)?, (z — 20), (z — 30)%, (z — 40)*}

seti icerisinden degerler alarak degigsin. Bu durumda, F* =
{10, 20, 30,40} olur. Dahasi, tiim modiiller i¢in baslangi¢ nok-
talari, rastgele bir sekilde 2/(10, 40) siirekli diizgiin dagilimin-
dan secilmis olup, (5)’deki sabit adim boyu n = 0.1 olarak be-
lirlenmigtir. Problem tanimina gore, diyebiliriz ki herhangi bir
k = k; > 0 aninda f(z,k) = fi(z) olur ve bu fonksiyon
T'min iterasyon siireci boyunca degismeyecektir, ve bu degisim-
ler F'-seti elemanlari arasinda rastgele bir sekilde olabilir. Fakat
benzetim ¢aligmalarinda, f(z, k) fonksiyonu F'-seti elemanlari
arasinda sirayla her 75, = 5 iterasyonda bir degisecegi ve F'
setinin tiim elemanlar1 sonsuz siklikta ziyaret edilecegi varsa-
yimlart altinda 3 farkli durumu inceleyecegiz.

3.1. Durum-1: M < N

11k senaryoda, modiil sayis1 M = 2 olarak secilmistir. Onerme
1’deki kosulun saglanmadig1 ve F' setinin tiim elemanlari son-
suz siklikta sirasiyla ziyaret edilecegi diisiintildiigiinde, Sekil
2’den de gozlemlenebilecegi tizere, herhangi bir modiil i¢in her-
hangi bir noktaya yakinsama durumu miimkiin olmayacaktir.
Dahasi, modiillerin lokal parametre tahminleri, baglangi¢ nok-
talarina ve zamana bagl olarak salinim yaparak siirekli olarak
degisecektir. Bu durumda, modiil sayisini arttirmamiz gerekir.

3.2. Durum-2: M = N

Modiil sayist M = 4 olarak belirlendiginde, Onerme 1’deki
kosul saglanmisg olup, Sekil 3’ten de gozlemlenebilecegi iizere,
modiillerin lokal parametre tahminleri, F' setinin birbirinden
farkli her bir elemanina olacak gekilde yakinsamisglardir. Bu
beklenen ve istenen bir sonugtur. Dahasi, konveks fonksiyonun

—_— 1K)
Xa(k)
—_— (k)

—_—a(k)
-de- x*(k)

Sekil 3: M = N = 4 degerleri icin modiillerin lokal parametre
tahminlerinin gelisimi.
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Sekil 4: M = 6, N = 4 degerleri i¢in modiillerin lokal para-
metre tahminlerinin geligimi.

zamanla degisiminin, F' setinin elemanlari arasinda ¢ok hizli bir
sekilde gerceklestigi (Tn:n = 5) varsayimm altinda, zamanla
degisen minimum noktas1 z* (k) nin takibi literatiirde mevcut
kesikli zamanda gradyan azalma tabanl algoritmalar kullanila-
rak istenen bir sekilde ger¢eklesmeyebilir. Bu nedenle, 6neri-
len algoritma, zamanla degigen konveks fonksiyonun bilinme-
yen sonlu sayida degisebildigi veya fonksiyonun degisiminin
sonlu sayida fonksiyonlarla kestiriminin yapilabildigi durumlar
icin oldukga idealdir.



3.3. Durum-3: M > N

Son olarak, modiil sayisin1 M = 6 olarak secersek, Sekil 4’ten
de gozlemlenebilecegi iizere, N = 4 adet modiiliin lokal pa-
rametreleri, yukarida (Durum 3) oldugu gibi F' setinin birbi-
rinden farkli N = 4 elemanina yakinsamiglardir. Geriye kalan
M — N = 2 adet modiiliin lokal parametreleri ise baglangic
noktalarina baglh olarak parametre uzayinda herhangi bir yere
yakinsamuglardir. Yine Durum 2 *de oldugu gibi Onerme 1°deki
kosul saglanmis olup, istenen sonug elde edilmistir.

4. Sonuclar

Bu calismada, konveks fonksiyonlarin zamanla degisiminin, ge-
¢is olasiliklarinin ve gecisin meydana geldigi anlarin bilinme-
digi ergodik bir Markov zinciri ile modellendigi durumlar in-
celenmigtir. Onerilen modiiler algoritma sayesinde, herhangi
ekstra bir bilgiye sahip olmaksizin, sonlu sayida birbirinden
farkli konveks fonksiyonlarin interaktif optimizasyonu ¢evrimgi
bir sekilde gerceklestirilmistir. Onerilen yontem, benzetim ca-
ligmalari ile desteklenmistir.
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