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Özetçe
Bu çalışmada, iki serbestlik dereceli eksik eyleyicili

araba sarkaç mekanik sisteminin ayrık zamanlı koordinat
dönüşümü tabanlı kayan kipli kontrolcü tasarımı ile kararsız
denge notasında kararlı kılınması ele alınmaktadır. Araba
sarkaç sistem dinamiği Euler yaklaşımı kullanılarak
ayrıklaştırılmış modeli elde edildikten sonra kısmi geri
beslemeli iç döngü kontrolcü yapısı verilmiştir. Sonrasında,
kayan kipli kontrol yapısı doğrusal olmayan ayrık zamanlı bir
koordinat dönüşümü yardımıyla tasarlanmıştır. Son olarak,
önerilen ayrık zamanlı kontrol algoritmasının etkinliğini ve
uygulanabilirliğini göstermek için çeşitli sayısal benzetim
çalışmaları gerçekleştirilmiştir.

Abstract
In this study, the stabilization of the two degree of

freedom under-actuated cart pendulum mechanical system with
designing a sliding mode controller based on the discrete-time
coordinate transformation at the unstable equilibrium point is
addressed. The discretized model of the cart pendulum system
is obtained by utilizing the Euler approach, and then the partial
feedback inner loop controller structure is given. Then, the
sliding mode control structure is designed with the help of
a nonlinear discrete-time coordinate transformation. Finally,
in order to demonstrate the effectiveness and feasibility of
the proposed discrete-time controller algorithm, the various
numerical simulation works are performed.

1. Giriş
Araba sarkaç sistemi veya ters sarkaç sistemi iki serbestlik
derecesine sahip eksik eyleyicili doğrusal olmayan ve
literatürde oldukça fazla ilgi görmüş bir sistemdir. Bu
sistemlere ilginin fazla oluşu, araba sarkaç sisteminin esnek
eklemli robotlar [1], mobil robotlar ve su altı araçlar [2, 3] gibi
sistemlerin performaslarının bu sistem üzerinde test edilebiliyor

olmasıdır. Bu sistemler birçok farklı sürekli zamanlı/ ayrık
zamanlı ve doğrusal / doğrusal olmayan kontrol yöntemlerinin
uygulandığı sistemlerdir. Ayrıca, farklı yöntemler için
performans ölçümü yapıldığı açık problemlere sahip doğrusal
olmayan bir sistemlerdir. Literatürde araba sarkaç sistemleri
üzerine gerçekleştirilmiş bazı kontrol yöntemleri: pasiflik
tabanlı kontrol [4], [5], geri adımlamalı kontrol [6], [7], [8],
uyarlamalı kontrol [9], kayan kipli kontrol [10], uyarlamalı
bulanık kayan kipli kontrol [11], hata toleranslı kayan kipli
kontrol [12] şeklinde sıralanmaktadır.

Eksik eyleyicili sistemlerin kontrolünde kayan kipli kontrol
yöntemi literatürde özellikle ilgilenilmiştir [13–16], çünkü bu
yöntem hem doğrusal olmayan sistemler için uygulanabilirdir
hem de parametrik bozuculara ve dış bozuculara karşı
dayanıklı bir kontrol yöntemidir. Ancak bahsedilen kontrol
yöntemleri ağırlıklı olarak sürekli zamanda tasarlanmış kontrol
yöntemleridir. Diğer taraftan, bu yöntemlerin uygulanmasında
mikrodenetleyici veya bilgisayar kullanılmaktadır. Ayrıca,
ayrık zamanlı kayan kipli kontrolcüde sınırlı anahtarlama
frekansı sayesinde ayrık zamanlı kayan kipli kontrol yöntemi,
sürekli zamanlı kayan kipli kontrolcüde anahtarlama yüzeyinde
kontrol işaretinin tutulmasından kaynaklanan çatırdama
problemini ortadan kaldırabilmektedir. Bunlar göz önünde
bulundurulduğunda, kontrol yönteminin doğrudan ayrık
zamanda tasarlanması daha uygun görünmektedir. Bir sınıf
eksik eyleyicili doğrusal olmayan mekanik sistem için ayrık
zamanlı enerjinin şekillendirilmesi tabanlı kontrol [17, 18],
ayrık zamanlı geri adımlamalı kontrol [19, 20] ve kararsız
denge noktasında doğrusallaştırılmış sistem dinamiği ile ayrık
zamanlı kayan kipli kontrol [21, 22] literatürde mevcuttur. Bu
noktada belirtilmelidir ki ayrık zamanlı kontrolcü tasarımı
ile elde edilen kararlılık koşulları ve kontrolcü kazanç
değerleri, sürekli zamanlı kontrolcü tasarımları sonrasında
elde edilen kararlılık koşulları ve kontrolcü kazançları ile
farklılıklar göstermektedir. Kayan kipli kontrolcü tasarımı
yanlış yapılandırıldığında fazla çatırdama ve hatta kararsızlık
meydana gelebilmektedir [23].

Bu çalışmada, araba sarkaç sistemi için ayrık zamanlı
doğrusal olmayan kayan kipli kontrol yapısı, ayrık zamanlı
doğrusal olmayan bir koordinat dönüşümüyle tasarlanmıştır.



Ayrıklaştırılmış sistem dinamiği literatürde oldukça fazla
kullanılan ileri Euler yöntemi ile elde edilmiş ve kayan kipli
kontrol yapısı öncesinde sistem kısmi geri besleme ile kısmi
olarak doğrusallaştırılmıştır. Sistemin asimptotik kararlılığı
uygun bir aday Lyapunov fonksiyonu ile gösterilmiştir.
Literatürdeki diğer yayınlardan farklı olarak, araba sarkaç
sistemi için tasarlanan kayan kipli kontrolcü yapısı doğrudan
ayrık zamanda elde edilmiştir. [24, 25] çalışmalarında, kısmi
geri besleme kontrolcüsü sonrasında ortaya çıkan sistem
dinamiğine doğrudan ayrık zamanlı kayan kipli kontrol yapısı
uygunlanmaktadır. Şunu belirtmek gereklidir ki kısmi geri
besleme sonrasında kontrol işareti doğrudan hem araç hem
de sarkaç dinamiğini etkilemektedir. Ancak, bu çalışmada
koordinat dönüşümü sonrasında sadece araç dinamiğini
etkileyen kontrol işareti üzerinden kayan kipli kontrolcü inşa
edilmektedir. Önerilen ayrık zamanlı koordinat dönüşümü ile
eksik eyleyicili araba sarkaç sistemi dinamik modeli geri
beslemeli formda özel bir kaskat doğrusal olmayan sisteme
dönüşmüş olmaktadır.

Bu çalışmanın geri kalan kısmı şu şekildedir. Bir
sonraki başlıkta, araba sarkaç sisteminin Euler-Lagrangian
formülasyonu tabanlı sistem dinamiğinin elde edilmesi
tanıtılmıştır. Sonraki başlıkta, ilk olarak Euler yaklaşıklığı ile
elde edilmiş sistem dinamiği türetilmiştir, sonra ayrık zamanlı
kısmi geri beslemeli kontrolcü tasarlanmıştır. Dördüncü alt
başlıkta, ayrık zamanlı koordinat dönüşümü ve ayrık zamanlı
kayan kipli kontrolcü yapıları verilmiştir ve bu alt başlıkta
kayma yüzeyinin yakınsama analizi ışığında kapalı çevrim
sistemin asimptotik kararlılığından bahsedilmiştir. Farklı
başlangıç noktaları ile önerilen ayrık zamanlı kontrol yapısının
etkinliği sayısal benzetim çalışmaları ile test edilmiştir. Son
başlıkta, bu çalışmanın sonuçlarından ve gerçekleştirilmesi
planlanan akademik çalışmalardan bahsedilmiştir.

2. Araba Sarkaç Dinamik Denklemleri
Euler-Lagrangian formulasyonu ile sistemin hareket
denklemleri sistemin enerjisi üzerinden elde edilmektedir.
Basit mekanik sistemlerin, Lagrangian ifadesi kinetik enerji
ve potansiyel enerji arasındaki fark (yarı pozitif tanımlı)
biçiminde tanımlanmaktadır. Lagrangian ifadesi (1) denklemi
ile tanımlanmaktadır.

L = K(q, q̇)− V (q) =
1

2
q̇TM(q)q̇ − V (q) (1)

burada q = (q1, q2, q3, ..., qn) ∈ Q, sistemdeki serbestlik
derecesini gösteren n boyutlu konfigürasyon manifold’a (Q) ait
olan konfigürasyon vektörünü göstermektedir. K(q, q̇) sistemin
toplam kinetik enerji fonksiyonunu, V (q) sistemin toplam
potansiyel enerji fonksiyonunu, M(q) ∈ Rn×n simetrik
pozitif tanımlı olan atalet matrisini göstermektedir. Böylece
mekanik sisteme ait hareket denklemlerini elde etmek için
sistem Euler-Lagrange denklemi

d

dt

∂L
∂q̇i

− ∂L
∂qi

= τi, i = {1, 2, 3, ..., n} (2)

şeklinde verilmektedir. (2) denkleminde τ ∈ Rn sistem kontrol
girişlerini ifade etmektedir. τ ifadesine genelleştirilmiş kuvvet
vektörü ismi verilmektedir.

Şekil 1: Bir araba sarkaç sisteminin gösterimi

Araba sarkaç sisteminde, araba ile yatay kuvvetler elde
edilerek, kararsız denge noktasında sarkacın dengede tutulması
temel hedeftir. Şekil 1 ile araba sarkaç sistemi grafiksel
olarak gösterilmiştir. Şekil üzerinde q1 sarkaç açısını ve q2
araç konumunu, q̇1 sarkacın açısal hızını, q̇2 aracın doğrusal
hızını, m1 ve m2 sarkacın kütlesi ve aracın kütlesini, l

sarkacın uzunluğunu, τ kontrol girişini ve g ise yerçekimi
ivmesini göstermektedir. Euler-Lagrange yaklaşımı ile dinamik
denklem elde edilmesi için ilk olarak araba sarkacın konumu
üzerinden kinetik ve potansiyel enerji denklemlerinin yazılması
gerekmektedir. Araba sarkaç sistemine ait kinetik enerji
denklemi

K =
1

2
m1Ȧ

2
1 +

1

2
m1Ḃ

2
1 +

1

2
m2Ȧ

2
2 +

1

2
m2Ḃ

2
2 (3)

burada A1 = q2, A2 = 0, B1 = q2 + lsin(q1), B2 =

lcos(q1) olmak üzere elde edilmektedir. Bu durumda araba
sarkaç sistemine ait kinetik ve potansiyel enerji denklemleri
sırasıyla

K =
1

2
m1l

2q̇21 −m1lcos(q1)q̇1q̇2 +
1

2
(m1 +m2)q

2
2 (4)

ve
V = m1glcos(q1) (5)

şeklinde elde edilmektedir. Bir sonraki adımda (1) denklemi ile
Lagrangian fonksiyonu (6) oluşturulmaktadır.

L =K − V

=
1

2
m1l

2q̇21 −m1lcos(q1)q̇1q̇2

+
1

2
(m1 +m2)q

2
2 −m1glcos(q1). (6)

Son olarak (2) denklemi

d

dt

∂L
∂q̇i

− ∂L
∂qi

= τi, i = {1, 2} (7)

tekrar yazılarak, m11(x1) = m1l
2, m12(x1) = m21(x1) =

m1lcos(q1), m22(x1) = m1+m2, h1(x1) = −m1lgsin(q1),



h2(x1, x2) = m1lsin(q1)q̇
2
1 ve τ = τ2 atamaları ile

m11q̈1 +m12q̈2 + h1 = 0 (8)

m21q̈1 +m22q̈2 + h2 = τ2 (9)

olarak dinamik denklemler elde edilmektedir. Burada τ =

[τ1 τ2]
T şeklinde tanımlanmaktadır. Sistem eksik eyleyici bir

yapıda olduğu için τ1 = 0 alınmaktadır.

3. Kısmi Geribesleme ile Doğrusallaştırma
Araba sarkaç sistemini durum uzay gösterimine geçirmek için
x1 = q1, x2 = q̇1, x3 = q2, x4 = q̇2 olarak tanımlanırsa,

ẋ1 = x2 (10)

m11ẋ2 +m12ẋ4 + h1 = 0 (11)

ẋ3 = x4 (12)

m21ẋ2 +m22ẋ4 + h2 = τ2 (13)

denklem sistemi elde edilmektedir. Sistem (10)-(13)’e (14) ile
verilen ileri Euler metodu

ẋi
∼=

xi(k + 1)− xi(k)

T
i = {1, 2, 3, 4} (14)

uygulanırsa

x1(k + 1) = x1(k) + Tx2(k)

x3(k + 1) = x3(k) + Tx4(k) (15)

ve

m11(k)
x2(k + 1)− x2(k)

T
+m12(k)

x4(k + 1)− x4(k)

T

+ h1(k) = 0 (16)

m21(k)
x2(k + 1)− x2(k)

T
+m22(k)

x4(k + 1)− x4(k)

T

+ h2(k) = τ2 (17)

denklem sistemi elde edilmektedir. (16) denklem sisteminin ilk
denkleminden (x2(k+1)−x2(k))/T çekilip ikinci denklemde
yerine yazılır ve

τ2(k) = −m21(k)m
−1
11 (k)h1(k) + h2(k) + (m22(k)

−m21(k)m
−1
11 (k)m12(k))(u(k)− x4(k)) (18)

olarak verilirse,

x1(k + 1) = x1(k) + Tx2(k) (19)

x2(k + 1) = x2(k)− Tm−1
11 m12(u− x4(k))− Tm−1

11 h1

(20)

x3(k + 1) = x3(k) + Tx4(k) (21)

x4(k + 1) = (1− T )x4(k) + Tu(k) (22)

biçiminde kısmi doğrusallaştırılmış ayrık zamanlı sistem
dinamiği elde edilmektedir. Eksik eyleyici mekanik sistemler
geri besleme ile tam doğrusallaştırılamazlar fakat kısmi olarak
doğrusallaştırılabilmektedirler. Ancak, yeni kontrol girişi u(k)
iki farklı denklemde görülmektedir. Bu çalışmada, bu problemi
aşmak için bir sonraki başlıkta ayrık zamanlı koordinat
dönüşümü önerilmektedir.

4. Koordinat Dönüşümü ve Kayan Kipli
Kontrolcü Tasarımı

Kısmi olarak doğrusallaştırılmış araba sarkaç sistem dinamiği,
doğrusal olmayan bir koordinat dönüşümü sayesinde dördüncü
mertebeden ayrık zamanlı bir dinamiğe dönüştürülmektedir.
Ayrıca, elde edilen sistem dinamiğine kolaylıkla kayan kipli
kontrol yöntemi uygulanmaktadır.

4.1. Koordinat Dönüşümü

(qr, pr) yeni koordinatları temsil etmek üzere

qr(k) =m11(k − 1)x1(k) +m12(k − 1)x4(k − 1) (23)

pr(k) =m11(k)x2(k) +m12(k)x4(k) + Th1(k − 1) (24)

şeklinde ayrık zamanlı bir koordinat dönüşümü önerilsin.
Burada önerilen doğrusal olmayan koordinat dönüşümü
[20] çalışmasında önerilen koordinat dönüşümünün oldukça
basitleştirilmiş halidir. ϕ1(k) = −m12(k − 1)x4(k −
1), ϕ2(k) = −Th1(k − 1) olmak üzere, (23)- (24)
denklemlerinin bir örnekleme zamanı sonrasındaki dinamiği

qr(k + 1) =qr(k) + pr(k) + ϕ1(k) (25)

pr(k + 1) =pr(k) + ϕ2(k) (26)

olarak hesaplanmaktadır. Bu dönüşüm sonrasında, (19)-(22)
denklem grubu

qr(k + 1) =qr(k) + pr(k) + ϕ1(k) (27)

pr(k + 1) =pr(k) + ϕ2(k) (28)

x3(k + 1) =x3(k) + Tx4(k) (29)

x4(k + 1) =(1− T )x4(k) + Tu(k) (30)

halini almaktadır.

4.2. Kayan Kipli Kontrolcü Tasarımı

Eşitlik kontrol tabanlı ayrık zamanlı kayan kipli kontrolcü için
daha sonra önerilecek kayma yüzeyinin (s(k)) bir örnekleme
zamanı boyunca farkı, farklı bir ifadeyle exponansiyel erişim
kuralı

s(k + 1)− s(k) = −qTs(k)− ϵTsign(s(k)) (31)

biçiminde yazılabilmektedir [26, 27] ki burada q > 0 ve ϵ >

0 kontrolcü tasarım kazançlarıdır ve 1 − qT > 0 eşitsizliğini
sağlayacak şekilde seçilmektedir. Kayma yüzeyi s(k)

s(k) = k1qr + k2pr + k3x3 + x4 (32)

biçiminde seçilirse, (27)- (30) kullanılarak s(k + 1)

s(k + 1) = k1qr(k + 1) + k2pr(k + 1)

+ k3x3(k + 1) + x4(k + 1)

= k1(qr + pr + ϕ1) + k2(pr + ϕ2)

+ k3(x3 + Tx4) + (1− T )x4 + Tu (33)

şeklinde elde edilmektedir. (31) eşitliğini elde etmek için
sisteme uygulanması gereken kontrol sinyali

u(k) =

−
(
k1(pr + ϕ1) + k2ϕ2

T
+ (k3 − 1)x4 + qs+ ϵsign(s)

)
(34)



şeklinde tasarlamaktadır. Bu noktada, erişim kuralının
yakınsama analizi için aday Lyapunov fonsiyonu V (k)

V (k) = s2(k) (35)

olarak seçilirse ve

∆V = V (k + 1)− V (k)

= s2(k + 1)− s2(k) < 0, s(k) ̸= 0 (36)

sağlanması durumunda ayrık zamanlı doğrusal olmayan sistem
(27-30) asimptotik olarak kararlı olmaktadır. Örnekleme
zamanının yeterince küçük ve q kontrolcü değişkeni (2 −
qT ) > 0 eşitsizliğini sağlayacak şekilde seçilmek üzere, (36)
eşitsizliğini,

s(k + 1)− s(k) = −
(
qT |s|+ ϵT

)
sign(s) (37)

s(k + 1) + s(k) =
(
(2− qT )|s| − ϵT

)
sign(s) (38)

eşitlikleri ve

Eğer s > 0 ise (37) < 0 & (38) > 0

Eğer s < 0 ise (37) > 0 & (38) < 0

durumları göz önünde bulundurularak

s2(k + 1)− s2(k)

=
(
s(k + 1)− s(k)

)(
s(k + 1) + s(k)

)
=−

(
qT |s|+ ϵT

)(
(2− qT )|s| − ϵT

)
(sign(s))2

=−
(
qT |s|+ ϵT

)(
(2− qT )|s| − ϵT

)
< 0 (39)

şeklinde gösterilmektedir. Böylece tasarlanan kontrol kuralı
(34), (27)-(30) sistemini asimptotik olarak kararlı kılmaktadır
[28]. Ayrıca, (19) ve (20) denklemlerine uygulanan koordinat
dönüşümü (25) ve (26), x4 durumunun sıfıra sürülmesi
durumunda x1 ve x2 durumlarının denge noktasına sürülmesini
garanti etmektedir.

5. Benzetim Sonuçları
Eksik eyleyicili araba sarkaç sistemi için önerilen ayrık
zamanlı kontrol yapısının etkinliğinin gösterilmesi, MATLAB
ortamında yapılan benzetim çalışmaları ile gerçekleştirilmiştir.
Benzetim çalışmalarında çözücü adım süresi 100 µs, kontrolcü
örnekleme süresi ise 50 ms olarak ayarlanmıştır. Benzetimlerde
kullanılan sistem parametre değerleri [29] çalışmasından m1 =

1.12 kg, m2 = 0.11 kg, l = 0.1407m ve g = 9.8m/s2 olarak
alınmıştır. Kontrolcü kazançları k1 = 0.2, k2 = 5, k3 = 20 ve
q = 15, ϵ = 0.1 olarak atanmıştır. Önerilen yöntemin etkinliği
üç farklı başlangıç değerlerinde test edilmiştir. Her bir başlangıç
noktası sırasıyla [q1, q2, q̇1, q̇2] = [π/2 − π/12, 0, 0, 0]

(Benzetim 1), [q1, q2, q̇1, q̇2] = [π/2 − π/12, 0.1, 0, 0]

(Benzetim 2), [q1, q2, q̇1, q̇2] = [0, 0.1, 0, 0] (Benzetim 3)
olarak seçilmiştir.

Farklı başlangıç noktalarından başlatılan araba sarkaç
sisteminin önerilen ayrık zamanlı kontrolcü altındaki
davranışı, arkaç açısının değişimi ve sisteminin konum
değişimi Şekil 2’de sarkaç hızının değişimi ve sisteminin
hızının değişimi Şekil 3’de ve kontrol sinyalinin değişimi ve
(qr, pr) koordinatlarının değişimi Şekil 4’de sunulmaktadır.
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Şekil 2: Sarkaç açısının değişimi ve sisteminin konum değişimi.

Elde edilen sonuçlar neticesinde, hem sarkaç açısı hem
de araba pozisyonunun denge noktasına yaklaşık 2 sn’de
oturduğu görülmektedir. Bunun yanında koordinat dönüşümü
değişkenlerinin (qr, pr) kontrolcü tarafından kararlı kılındığı
gözlemlenmektedir. Teorik analizlerin ışığında, benzetim
sonuçlarından anlaşılmaktadır ki kısmi geri beslemeli
kontrolcü sonrasında daha basit bir dinamik yapıya uygulanan
koordinat dönüşümü tabanlı kayan kipli kontrolcünün başarısı
görülmektedir.

6. Sonuçlar
Araba sarkaç sistemi için bu çalışmada ayrık zamanlı
kayan kipli bir kontrolcü yapısı önerilmiştir. Ayrık zamanlı
kontrolcü öncesinde kısmi geri beslemeli bir iç döngü
kontrolcü verilmektedir. Sonrasında, geri besleme ile
kısmi doğrusallaştırılmış sisteme uygulanacak kontrol
tasarımını basitleştirmek amaçlı doğrusal olmayan bir
koordinat dönüşümü uygulanmaktadır. Ardından, kayan
kipli kontrol yöntemi ile sistemin kararsız denge noktasında
kararlılığı sağlanmaktadır. Kapalı çevrim sistemin asimptotik
kararlılığından bahsedildikten sonra farklı başlangıç
noktalarından başlatılan araba sarkaç sistemi benzetim
çalışmaları gerçekleştirilmiştir. Benzetim sonuçları önerilen
koordinat dönüşümü tabanlı ayrık zamanlı kayan kipli
kontrolcü yapısının başarısını göstermektedir. Bu çalışma
sonrasında, önerilen kontrolcü yapısının sistem belirsizlikleri
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Şekil 3: Sarkaç hızının değişimi ve sisteminin hızının değişimi.

ve dış bozucuların varlığında geliştirilmesi, bilinen kontrol
yapıları ile karşılaştırılması ve farklı eksik eyleyicili doğrusal
olmayan sistemlere uygulanması hedeflenmektedir.
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