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Bu caligmada, iki serbestlik dereceli eksik eyleyicili
araba sarka¢c mekanik sisteminin ayrik zamanli koordinat
doniigimii tabanli kayan kipli kontrolcii tasarimi ile kararsiz
denge notasinda kararli kilinmasi ele alinmaktadir. Araba
sarka¢ sistem dinamigi Euler yaklagimi kullanilarak
ayriklastirllmis modeli elde edildikten sonra kismi geri
beslemeli i¢ dongii kontrolcii yapisi verilmistir. Sonrasinda,
kayan kipli kontrol yapis1 dogrusal olmayan ayrik zamanli bir
koordinat doniisiimii yardimiyla tasarlanmigtir. Son olarak,
Onerilen ayrik zamanli kontrol algoritmasinin etkinligini ve
uygulanabilirligini gostermek icin cesitli sayisal benzetim
caligmalar gergeklestirilmisgtir.

Abstract

In this study, the stabilization of the two degree of
freedom under-actuated cart pendulum mechanical system with
designing a sliding mode controller based on the discrete-time
coordinate transformation at the unstable equilibrium point is
addressed. The discretized model of the cart pendulum system
is obtained by utilizing the Euler approach, and then the partial
feedback inner loop controller structure is given. Then, the
sliding mode control structure is designed with the help of
a nonlinear discrete-time coordinate transformation. Finally,
in order to demonstrate the effectiveness and feasibility of
the proposed discrete-time controller algorithm, the various
numerical simulation works are performed.

1. Giris

Araba sarkac sistemi veya ters sarka¢ sistemi iki serbestlik
derecesine sahip eksik eyleyicili dogrusal olmayan ve
literatiirde oldukca fazla ilgi gormiis bir sistemdir. Bu
sistemlere ilginin fazla olusu, araba sarkag¢ sisteminin esnek
eklemli robotlar [1], mobil robotlar ve su alt1 araglar [2, 3] gibi
sistemlerin performaslarinin bu sistem iizerinde test edilebiliyor
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olmasidir. Bu sistemler bircok farkli siirekli zamanli/ ayrik
zamanli ve dogrusal / dogrusal olmayan kontrol yontemlerinin
uygulandig1 sistemlerdir. Ayrica, farkli yontemler icin
performans ol¢iimii yapildig1 agik problemlere sahip dogrusal
olmayan bir sistemlerdir. Literatiirde araba sarkac sistemleri
tizerine gerceklestirilmis bazi1 kontrol yontemleri: pasiflik
tabanli kontrol [4], [5], geri adimlamali kontrol [6], [7], [8],
uyarlamali kontrol [9], kayan kipli kontrol [10], uyarlamali
bulanik kayan kipli kontrol [11], hata toleransh kayan kipli
kontrol [12] seklinde siralanmaktadir.

Eksik eyleyicili sistemlerin kontroliinde kayan kipli kontrol
yontemi literatiirde 6zellikle ilgilenilmigtir [13-16], ¢iinkii bu
yontem hem dogrusal olmayan sistemler i¢in uygulanabilirdir
hem de parametrik bozuculara ve dig bozuculara karst
dayanikli bir kontrol yontemidir. Ancak bahsedilen kontrol
yontemleri agirlikli olarak siirekli zamanda tasarlanmis kontrol
yontemleridir. Diger taraftan, bu yontemlerin uygulanmasinda
mikrodenetleyici veya bilgisayar kullanilmaktadir. Ayrica,
ayrik zamanli kayan kipli kontrolciide sinirli anahtarlama
frekansi sayesinde ayrik zamanl kayan kipli kontrol yontemi,
stirekli zamanli kayan kipli kontrolciide anahtarlama yiizeyinde
kontrol isaretinin tutulmasindan kaynaklanan catirdama
problemini ortadan kaldirabilmektedir. Bunlar goz Oniinde
bulunduruldugunda, kontrol yonteminin dogrudan ayrik
zamanda tasarlanmasi daha uygun goriinmektedir. Bir simif
eksik eyleyicili dogrusal olmayan mekanik sistem i¢in ayrik
zamanlt enerjinin sekillendirilmesi tabanli kontrol [17, 18],
ayrik zamanl geri adimlamali kontrol [19, 20] ve kararsiz
denge noktasinda dogrusallagtirilmig sistem dinamigi ile ayrik
zamanl kayan kipli kontrol [21, 22] literatiirde mevcuttur. Bu
noktada belirtilmelidir ki ayrik zamanli kontrolcii tasarimi
ile elde edilen kararliik kogullar1 ve kontrolcti kazang
degerleri, siirekli zamanli kontrolcti tasarimlari sonrasinda
elde edilen kararlilik kogsullar1 ve kontrolcii kazanglart ile
farkliliklar gostermektedir. Kayan kipli kontrolcii tasarimi
yanlig yapilandirildiginda fazla catirdama ve hatta kararsizlik
meydana gelebilmektedir [23].

Bu caligmada, araba sarka¢ sistemi i¢in ayrik zamanl
dogrusal olmayan kayan kipli kontrol yapisi, ayrik zamanl
dogrusal olmayan bir koordinat doniistimiiyle tasarlanmistir.



Ayriklastirillmig  sistem dinamigi literatirde oldukca fazla
kullanilan ileri Euler yontemi ile elde edilmis ve kayan kipli
kontrol yapist oncesinde sistem kismi geri besleme ile kismi
olarak dogrusallagtirilmigtir. Sistemin asimptotik kararliligi
uygun bir aday Lyapunov fonksiyonu ile gosterilmistir.
Literatiirdeki diger yayinlardan farkli olarak, araba sarkag
sistemi i¢in tasarlanan kayan kipli kontrolcii yapisi dogrudan
ayrik zamanda elde edilmigtir. [24, 25] caligmalarinda, kismi
geri besleme kontrolciisii sonrasinda ortaya ¢ikan sistem
dinamigine dogrudan ayrik zamanl kayan kipli kontrol yapisi
uygunlanmaktadir. Sunu belirtmek gereklidir ki kismi geri
besleme sonrasinda kontrol isareti dogrudan hem ara¢c hem
de sarka¢ dinamigini etkilemektedir. Ancak, bu caligmada
koordinat doniislimii sonrasinda sadece ara¢ dinamigini
etkileyen kontrol isareti tizerinden kayan kipli kontrolcii inga
edilmektedir. Onerilen ayrik zamanl koordinat doniisiimii ile
eksik eyleyicili araba sarka¢ sistemi dinamik modeli geri
beslemeli formda 6zel bir kaskat dogrusal olmayan sisteme
donitigmiis olmaktadir.

Bu calismanin geri kalan kismu su gekildedir. Bir
sonraki baglikta, araba sarkac sisteminin Euler-Lagrangian
formiilasyonu tabanli sistem dinamiginin elde edilmesi
tanitilmistir. Sonraki baglikta, ilk olarak Euler yaklagiklig ile
elde edilmis sistem dinamigi tiiretilmistir, sonra ayrik zamanl
kismi geri beslemeli kontrolcii tasarlanmigtir. Dordiincti alt
baglikta, ayrik zamanl koordinat doniigtimii ve ayrik zamanl
kayan kipli kontrolcti yapilart verilmistir ve bu alt baslikta
kayma yiizeyinin yakinsama analizi 1s18inda kapali ¢evrim
sistemin asimptotik kararliligindan bahsedilmigtir. Farkli
baglangic noktalari ile 6nerilen ayrik zamanl kontrol yapisinin
etkinligi sayisal benzetim caligmalan ile test edilmigtir. Son
baglikta, bu c¢alismanin sonuglarindan ve gercgeklestirilmesi
planlanan akademik caligmalardan bahsedilmistir.

2. Araba Sarka¢ Dinamik Denklemleri

Euler-Lagrangian  formulasyonu ile sistemin hareket
denklemleri sistemin enerjisi tizerinden elde edilmektedir.
Basit mekanik sistemlerin, Lagrangian ifadesi kinetik enerji
ve potansiyel enerji arasindaki fark (yari pozitif tanimli)
bi¢ciminde tanimlanmaktadir. Lagrangian ifadesi (1) denklemi
ile tanimlanmaktadir.

L=K(gd) - Vi) = 5@ M@i- V(@) O
burada ¢ = (q1,92,43,.--,qn) € Q, sistemdeki serbestlik
derecesini gosteren n boyutlu konfigiirasyon manifold’a (Q) ait
olan konfigiirasyon vektoriinii gostermektedir. K (g, ¢) sistemin
toplam kinetik enerji fonksiyonunu, V(g) sistemin toplam
potansiyel enerji fonksiyonunu, M(q) € R™ "™ simetrik
pozitif tamimli olan atalet matrisini gostermektedir. Boylece
mekanik sisteme ait hareket denklemlerini elde etmek i¢in
sistem Euler-Lagrange denklemi

doL  ac
dt aqz 8qi

=7, t=1{1,2,3,..,n} 2)

seklinde verilmektedir. (2) denkleminde 7 € R"™ sistem kontrol
giriglerini ifade etmektedir. 7 ifadesine genellestirilmis kuvvet
vektorii ismi verilmektedir.

O Q)

Sekil 1: Bir araba sarkag sisteminin gosterimi

Araba sarkac sisteminde, araba ile yatay kuvvetler elde
edilerek, kararsiz denge noktasinda sarkacin dengede tutulmast
temel hedeftir. Sekil 1 ile araba sarka¢ sistemi grafiksel
olarak gosterilmistir. Sekil iizerinde ¢ sarka¢ acisini ve go
ara¢ konumunu, ¢; sarkacin agisal hizini, ¢» aracin dogrusal
hizim, m1 ve mso sarkacin kiitlesi ve aracin kiitlesini, [
sarkacin uzunlugunu, 7 kontrol girigini ve g ise yercekimi
ivmesini gostermektedir. Euler-Lagrange yaklagimi ile dinamik
denklem elde edilmesi i¢in ilk olarak araba sarkacin konumu
izerinden kinetik ve potansiyel enerji denklemlerinin yazilmasi
gerekmektedir. Araba sarka¢ sistemine ait kinetik enerji
denklemi

K=Lmd 24 a1+ e )
2 2 2 2
burada A1 = QQ,AQ = O, Bl = q2 + lsin(ql),Bg =
lcos(q1) olmak iizere elde edilmektedir. Bu durumda araba
sarka¢ sistemine ait kinetik ve potansiyel enerji denklemleri
sirastyla

1 .
K = 5mal’qi — maleos(q)didz + 5 (m1 +ma2)es (4)

ve
V = magleos(q1) 5)

seklinde elde edilmektedir. Bir sonraki adimda (1) denklemi ile
Lagrangian fonksiyonu (6) olusturulmaktadir.

L=K-V

1 . ..
=§m1l2qf — malcos(q1)q1g2

1
+ §(m1 +ma)g5 — miglcos(q1). (6)

Son olarak (2) denklemi

doL oc
dt aq, 8qi

=m, i={1,2} @)

tekrar yazilarak, mi1(x1) = mal?, miz(z1) = moi(z1) =
malcos(qi), maz(z1) = m1+ma, hi(x1) = —malgsin(q),



ha(z1,22) = m1lsin(q1)(ﬁ ve T = T atamalari ile
mi1G1 + mi2ge +h1 =0 (8)
ma1G1 + Ma2Ga2 + ha = T2 )

olarak dinamik denklemler elde edilmektedir. Burada 7 =
[r1 2] seklinde tammlanmaktadir. Sistem eksik eyleyici bir
yapida oldugu i¢in 7y = 0 alinmaktadir.

3. Kismi Geribesleme ile Dogrusallastirma

Araba sarkag sistemini durum uzay gosterimine gecirmek icin
T1 = q1,%2 = ¢1,T3 = @2, T4 = ¢2 olarak tanimlanirsa,

T1 = X2 (10)
mi1T2 + mi2Za +h1 =0 (€9))
T3 = X4 (12)
M21T2 + M22Za + he = T2 (13)

denklem sistemi elde edilmektedir. Sistem (10)-(13)’e (14) ile
verilen ileri Euler metodu

P $z(l€ + 1) — .TL(]C)

i 7 i=1{1,2,3,4} (14

uygulanirsa

$1(k‘ =+ 1) = ml(k) + Tx'z(k‘)

xz3(k +1) = xz3(k) + Txa(k) (15)
xz(k-l—l)—xg(k) 374(k+1) —a:4(k)
mn(k)#+ml2(k)#
+ha(k) =0 (16)
x’z(k‘-l—l)—mz(k‘) 1‘4(/€+1) —1’4(]€)
mgl(k)#"_mQ?(k)#
+ ha(k) = T2 an

denklem sistemi elde edilmektedir. (16) denklem sisteminin ilk
denkleminden (z2(k+1) —xz2(k))/T gekilip ikinci denklemde
yerine yazilir ve

72(k) = —ma1 (k)miy' (k)i (k) + ha(k) + (maz (k)

— mar(kymy; (k)maz (k) (u(k) — za(k)) (18)

olarak verilirse,

zi(k+1) =z1(k) + Tx2(k) (19)
z2(k +1) = z2(k) — Tmiy mia(u — za(k)) — Tmi
(20
z3(k+ 1) = z3(k) + Tza(k) 21
za(k+1) = (1 —T)za(k) + Tu(k) (22)

biciminde kismi dogrusallagtirtlmis ayrik zamanli sistem
dinamigi elde edilmektedir. Eksik eyleyici mekanik sistemler
geri besleme ile tam dogrusallagtirilamazlar fakat kismi olarak
dogrusallagtirilabilmektedirler. Ancak, yeni kontrol girisi u(k)
iki farkli denklemde goriilmektedir. Bu ¢aligmada, bu problemi
agmak icin bir sonraki baglikta ayrik zamanli koordinat
doniistimii 6nerilmektedir.

4. Koordinat Doniisiimii ve Kayan Kipli
Kontrolcii Tasarim
Kismi olarak dogrusallagtirilmig araba sarkag sistem dinamigi,
dogrusal olmayan bir koordinat doniisiimii sayesinde dordiincii
mertebeden ayrik zamanli bir dinamige doniistiiriilmektedir.

Ayrica, elde edilen sistem dinamigine kolaylikla kayan kipli
kontrol yontemi uygulanmaktadir.

4.1. Koordinat Doniisiimii

(¢r, pr) yeni koordinatlari temsil etmek iizere
qr(k) =m11(k — 1):13’1 (k’) —+ TTL12(I€ — 1)334(](2 — 1) 23)
pT(]f) :mn(k)wg (k) + mm(k)ﬂm(k) + Thl(k — 1) (24)
seklinde ayrik zamanli bir koordinat doniigiimii Onerilsin.
Burada oOnerilen dogrusal olmayan koordinat doniigiimi
[20] calismasinda oOnerilen koordinat doniisiimiiniin oldukca
basitlestirilmig halidir. ¢1(k) = —ma2(k — Dza(k —
1),¢2(k) = —Thi(k — 1) olmak iizere, (23)- (24)
denklemlerinin bir 6rnekleme zamani sonrasindaki dinamigi
qr(k +1) =gr(k) + pr (k) + ¢1(K) (25)
pr(k+ 1) =p,(k) + ¢2(k) (26)
olarak hesaplanmaktadir. Bu doniigsiim sonrasinda, (19)-(22)
denklem grubu

qr(k +1) =gr (k) + pr(k) + ¢1(k) @7
pr(k + 1) =pr(k) + ¢2(k) (28)
z3(k + 1) =z3(k) + Tza(k) (29)
za(k+1) =1 — T)za(k) + Tu(k) (30)

halini almaktadir.

4.2. Kayan Kipli Kontrolcii Tasarimi

Esitlik kontrol tabanli ayrik zamanli kayan kipli kontrolcii i¢in
daha sonra onerilecek kayma yiizeyinin (s(k)) bir 6rnekleme
zamani boyunca farki, farkli bir ifadeyle exponansiyel erisim
kuralt

s(k+1) — s(k) = —qTs(k) — eT'sign(s(k)) 31)
biciminde yazilabilmektedir [26,27] ki burada ¢ > 0 ve € >
0 kontrolcii tasarim kazanglaridir ve 1 — ¢7" > 0 esitsizligini
saglayacak sekilde secilmektedir. Kayma yiizeyi s(k)

s(k) = k1gr + kapr + ksws + 24 (32)
biciminde segilirse, (27)- (30) kullanilarak s(k + 1)
s(k+1) = kigr(k + 1) + kapr(k + 1)
+ ksxs(k+ 1)+ za(k+1)
= k1(gr + pr + é1) + k2(pr + ¢2)
+ks(xs +Txa) + (1 —T)xa+Tu (33)

seklinde elde edilmektedir. (31) esitligini elde etmek i¢in
sisteme uygulanmasi gereken kontrol sinyali

u(k) =

_ k1(pr + ¢1) + ka2
T

+ (ks — 1)za +gs + esign(s))
(34)



seklinde tasarlamaktadir. Bu noktada, erisim kuralinin
yakinsama analizi i¢in aday Lyapunov fonsiyonu V (k)

V(k) = s*(k) (39)
olarak segilirse ve

AV =V(k+1) -V (k)
=s"(k+1)—s°(k) <0, s(k)#0  (36)

saglanmasi durumunda ayrik zamanli dogrusal olmayan sistem
(27-30) asimptotik olarak kararli olmaktadir. Ornekleme
zamanimin yeterince kiiciik ve ¢ kontrolcii degigkeni (2 —
gT) > 0 esitsizligini saglayacak sekilde secilmek iizere, (36)
esitsizligini,

s(k+1) — s(k) = —(qT|s| + €T) sign(s) 37
s(k+1)+s(k) = (2 — ¢T)|s| — €T)sign(s) (38)

esitlikleri ve

Ejer s>0 ise (37)<0 (38) > 0
Eger s<0 ise (37)>0 & (38)<0

durumlar1 g6z 6ntinde bulundurularak

s2(k+1) —s%(k)
=(s(k+1) —s(k)) (s(k + 1) + s(k))
=— (qT|s| + €T) ((2 — qT)|s| — €T) (sign(s))?
=—(qT|s| + €T)((2— qT)|s| — €T) <0  (39)

seklinde gosterilmektedir. Boylece tasarlanan kontrol kurali
(34), (27)-(30) sistemini asimptotik olarak kararli kilmaktadir
[28]. Ayrica, (19) ve (20) denklemlerine uygulanan koordinat
doniigtimit (25) ve (26), x4 durumunun sifira stiriilmesi
durumunda z; ve z2 durumlariin denge noktasina siiriilmesini
garanti etmektedir.

5. Benzetim Sonuclari

Eksik eyleyicili araba sarka¢ sistemi i¢in Onerilen ayrik
zamanli kontrol yapisinin etkinlifinin gosterilmesi, MATLAB
ortaminda yapilan benzetim ¢aligmalari ile gerceklestirilmistir.
Benzetim calismalarinda ¢oziicti adim siiresi 100 ps, kontrolcii
ornekleme siiresi ise 50 ms olarak ayarlanmistir. Benzetimlerde
kullanilan sistem parametre degerleri [29] calismasindan m; =
1.12kg,m2 = 0.11 kg, 1 = 0.1407 m ve g = 9.8 m/s> olarak
alinmigtir. Kontrolcii kazanglart k1 = 0.2, ko = 5, k3 = 20 ve
q = 15, ¢ = 0.1 olarak atanmugtir. Onerilen yontemin etkinligi
ti¢ farkl1 baglangi¢ degerlerinde test edilmistir. Her bir baglangi¢
noktasi swrasiyla [q1, g2, 41, ¢2] = [7/2 — w/12, 0,0, 0]
(Benzetim 1), [q1, 2, ¢1, 2] = [7/2 — w/12, 0.1, 0, O]
(Benzetim 2), [q1, g2, 41, ¢2] = [0, 0.1, 0, 0] (Benzetim 3)
olarak segilmistir.

Farkli baglangi¢c noktalarindan baglatilan araba sarkag
sisteminin  Onerilen ayrik zamanli kontrolcti altindaki
davranig1, arka¢ acisinin degisimi ve sisteminin konum
degisimi Sekil 2’de sarka¢ hizinin degisimi ve sisteminin
hizinin degisimi Sekil 3’de ve kontrol sinyalinin degisimi ve
(¢r, pr) koordinatlarinin degisimi Sekil 4’de sunulmaktadir.

Benzetim 1
1t Benzetim 2| |
————— Benzetim 3
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A
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Sekil 2: Sarkag acisinin degisimi ve sisteminin konum degigimi.

Elde edilen sonuglar neticesinde, hem sarka¢ agis1 hem
de araba pozisyonunun denge noktasina yaklasik 2 sn’de
oturdugu goriilmektedir. Bunun yaninda koordinat doniistimii
degiskenlerinin (g,, p-) kontrolcii tarafindan kararli kilindigi
gozlemlenmektedir. Teorik analizlerin 1s181nda, benzetim
sonuclarindan anlagilmaktadir ki kismi geri beslemeli
kontrolcii sonrasinda daha basit bir dinamik yapiya uygulanan
koordinat doniistimii tabanli kayan kipli kontrolciiniin bagarisi
goriilmektedir.

6. Sonuclar

Araba sarka¢ sistemi i¢in bu calismada ayrik zamanl
kayan kipli bir kontrolcii yapisi Onerilmistir. Ayrik zamanl
kontrolcti oncesinde kismi geri beslemeli bir i¢ dongi
kontrolcti  verilmektedir. Sonrasinda, geri besleme ile
kismi  dogrusallagtirlmig  sisteme uygulanacak kontrol
tasarimint  basitlestirmek amacli dogrusal olmayan bir
koordinat dontigiimii uygulanmaktadir. Ardindan, kayan
kipli kontrol yontemi ile sistemin kararsiz denge noktasinda
kararlilig1 saglanmaktadir. Kapali ¢evrim sistemin asimptotik
kararliligindan  bahsedildikten sonra farkli  baglangic
noktalarindan baglatilan araba sarkac sistemi benzetim
caligmalart gerceklestirilmistir. Benzetim sonuclar1 Onerilen
koordinat doniisimii tabanli ayrik zamanli kayan kipli
kontrolcii yapisinin bagarisini  gostermektedir. Bu calisma
sonrasinda, onerilen kontrolcii yapisinin sistem belirsizlikleri
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Sekil 3: Sarka¢ hizinin degisimi ve sisteminin hizinin degigimi.

ve dis bozucularin varliginda gelistirilmesi, bilinen kontrol
yapilar ile karsilagtirilmasi ve farkli eksik eyleyicili dogrusal
olmayan sistemlere uygulanmas: hedeflenmektedir.
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