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Ozetce

Bu calismada, cok etmenli ve sabit/de8isken ilingeli aglarda
coklu denge noktali takim onaylagimi problemi incelenmis-
tir. Yonlii cizgelerle modellenen aglarda ayrik zamanl dagitik
onaylasim algoritmasinin kararliligi, birincil ve ikincil katman
alt ¢cizge kavramlari cercevesinde ele alinmus, sabit ilingeli aglar
icin literatiirde yer alan sonuclar degisken ilingeli aglar icin ge-
nigletilerek degisken ilingeli aglarda takim onaylagimi i¢in ye-
terli kosullar elde edilmistir. Elde edilen sonugclar sayisal ben-
zetimler ile dogrulanmustir.

Abstract

In this paper, we study multi-equilibria consensus problem for
multi-agent networks under fixed/time-varying topologies. Sta-
bility of systems with dynamics in discrete-time on networks
modeled with directed graphs is analyzed using concepts of pri-
mary and secondary layer subgraphs, and results on networks
with fixed topologies are extended to time-varying topologies,
thus necessary conditions on group consensus for networks with
time-varying topologies are introduced. Results are verified by
numerical simulations.

1. Giris

Son yillarda cok etmenli dinamik sistemler {izerine 6nemli 61-
clide aragtirma yapilmusg, ve bu sistemler dagitik onaylagim, ko-
ordinasyon, senkronizasyon, optimizasyon gibi yaklagimlarla
incelenmistir. Cok etmenli dinamik sistemler, sistem dinamik-
lerinin derecesi, sistemin dogrusal/dogrusal olmayan olusu, sis-
tem dinamiklerinin ayrik/stirekli zamanda ele alinigi, agin sa-
bit/degisken ilingeli olusu gibi bir¢ok alt baglik altinda analiz
edilmistir [1-6]. Degisken ilingeli aglarda birinci dereceden di-
namiklerle ve yonlii ¢izgelerle modellenen cok etmenli sistem-
lerin ayrik ve siirekli zamanli onaylagim algoritmalarinin karar-
lilik ve yakinsama analizleri ¢izge kuramsal ¢ikarimlarla caligil-
mis olup bu sistemlerin onaylagima ulagmasi igin sistemin ev-

rildigi ilingelerin birlesiminin belirli zaman araliklarinda yeteri
siklitka bir kapsayan agaca sahip olmasi gerektigi kanitlanmig-
tir [3]. [5]’te dogrusal ve dogrusal olmayan Lipschitz sistemler
i¢in sistemlerin baglasik olduklar1 varsayimi altinda sistemdeki
etmenlerin senkronizasyonu i¢in kosullar belirlenmigtir. Koor-
dinasyon probleminde katsayilarin secimi ve kararsiz moda sa-
hip ilingeler arasinda anahtarlanan sistemlerin katsayilarinin
girdi ile kontrolii ve sistemin kararli hale getirilmesi [6]’da ince-
lenmigtir. Cok etmenli ve sabit/degisken ilingeli aglarda ¢oklu
denge noktalr onaylasim ise nispeten iizerine daha az g¢alisma
yapilmig bir alan olmanin yani sira birtakim kisitlayici varsa-
yimlar altinda incelenmistir. Bu konuda incelenen agin ilingesi-
nin 6nceden bilinmesine gerek duymadan kararli durumda agda
kag farkli takim olugacagi ve bu kararli durum denge noktalari-
nin ne sartlar altinda ve nasil yontemlerle bulunabilecegi [1]’de
detayli sekilde calisilmig ve bu konu iizerine yeterli ve gerekli
kosullar konmustur. Ayrica bu caligmalar, [2]’de gecikmeli sis-
temler icin genigletilerek verilmis ve sistemin ayn1 sayida denge
noktasinda onaylagima ulagabilmesi i¢in zaman gecikmesi tize-
rine ikinci dereceden dinamige sahip sistemler i¢in bir sinir ko-
nulurken birinci dereceden dinamige sistemler i¢in gecikmenin
takim sayisina etkisi olmadig1 gosterilmistir.

Bu calismada yonlii ¢izgelerle modellenen aglarda ayrik za-
manli dagitik onaylagim algoritmasinin kararliligi, birincil ve
ikincil katman alt ¢izge kavramlar1 ¢ergevesinde incelenmis ve
ag ilingesi tizerindeki sartlar ¢alisilmistir. Ag ilingesi tizerine
konulan sartlar ile birlikte [1]’de ortaya konulan sonuclar, de-
Sisken ilingeli aglar i¢in genisletilmistir.

Bu caligmanin geri kalan kismi su sekilde organize edilmis-
tir. Tkinci boliimde ¢ok etmenli sistemlerin gosteriminde kulla-
nilan ¢izge kurami hakkinda bilgi verilmis ve ¢izge kuramu kul-
lanlarak ayrik zamanda dagitik onaylasim algoritmasit model-
lenmigtir. Son olarak takim onaylagimi problemi tanimlanmis-
tir. Uciincii boliimde ayrik zamanda ¢oklu denge noktali takim
onaylagimi, sabit ve degigken ilingeli aglarda analiz edilmis ve
kuramsal sonuglar paylasilmigtir. Dordiincii boliimde ileri sii-
riillen kuramsal ¢alismay1 destekleyici sayisal benzetim sonug-
lar1 sunulmugtur. Son béliimde ise kuramsal sonuglar ve sayisal
benzetim sonuglari degerlendirilerek karsilagtirilmusgtir.



2. Matematiksel formiilasyon

Bu béliimde ¢ok etmenli sistemlerin dagitik onaylagim algorti-
masinin ayrik zaman analizi i¢in kullanilacak matematiksel alt-
yapiya yer verilmis, sabit ilingeli ve ilingesi degisen aglar icin
coklu denge noktali takim onaylasim probleminin tanimi yapil-
mistir.

2.1. Cizge kuram

Cok etmenli bir ag, G = (V, £) yonlii ¢izgesiyle ifade edili-
yor olsun. Agda bulunan etmenler, ¢izgenin kdse kiimesi olan
V = {v1,v2, - ,v,} kiimesi, etmenler arasi iletigim ise ¢iz-
genin kenar kiimesi olan £ C V x V kiimesi ile temsil edilir.
Agdaki etmenlerin indisleri Z = {1, 2, -- - ,n} sonlu kiimesin-
den deger alir. v; etmeni v; etmeninden bilgi aliyorsa bu kenar
eij = (vi,v;) ile ifade edilir ve ¢izge tizerinde ¢ kdsesinden j
kosesine yonlendirilmig bir ok ile gosterilir.

v; etmeni i¢in komguluk kiimesi N; = {v; : (vj,v;) € £}
seklinde tanimlanir.

Agm ilingesi degisken ise ag, G(k) = (V(k), E(k)) dina-
mik ¢izgesiyle tanimlanabilir. Burada V(k) ve £(k), sirastyla
cizgenin k. adimdaki kose ve kenar kiimelerini ifade eder.

Bir yonlii ¢izge tizerinde bir veya daha fazla koseden ve ke-
nardan olusan rotaya yol ad1 verilir. Bir koseden baglayip tekrar
ayn1 kosede biten bir yol bulunuyorsa bu yola dongii denir. Bir
cizgede her bir koseden diger tim koselere giden bir yol bulu-
nuyorsa bu ¢izge igin bagli ¢izge denir. Eger bir ¢izge bagh ciz-
geyse ve dongii icermiyorsa bu ¢izgeye agag¢ adi verilir. Agacin
baslangic kosesi kok olarak isimlendirilir.

Tamm 1. (Alr ¢izge) ( [1], Tamm 2) G = (V,€)
ve Gae = (Va, &) cizgeleri verilmis olsun. Eger
Vie TV Ve e CEN (Vi X Vi)  kosullant  saglaniyorsa,
Ga cizgesi G ¢izgesinin bir alt ¢izgesidir denir.

Bir ¢izgenin kendisiyle ayn1 kose kiimesine sahip olan alt
cizgesine kapsayan ¢izge denir. Bir ¢izgenin hem kapsayan alt
¢izge olan hem de aga¢ olan alt ¢izgesine kapsayan agag ad1 ve-
rilir. Eger G = (V, £) yonlii ¢izgesinde diger koselerden bilgi
almayan en az bir kose varsa ve cizgenin diger tiim koselerine
bu koseden giden bir yol bulunuyorsa, G ¢izgesinde bir kapsa-
yan aga¢ bulunur.

2.2. Ayrik zamanda dagitik onaylasim algortimasi1 modeli

G = (V, &) yonlii ¢izgesiyle temsil edilen, n etmenden olugan
bir agda i. etmenin k. adimdaki durum degigkeni z; (k) € R ile
ifade edilsin. Agdaki etmenler, her adimda durum degiskenle-
rini kendi bilgileri ve komsularindan aldiklar1 bilgeri kullanarak
giincellerler. Oyleyse, agdaki her bir etmenin dinamigi, asagida
verilen ayrik zamandaki algoritma ile tanimlanabilir.

JZL(k + 1) = wuxl(k) + Z wijazj(k‘), A=A (])
vjENi(t)

Burada w;;(k), k. adimda 4. etmenin j. etmenden aldig1 bil-
giyle iliskili agirliklandirma katsayisidir ve bu agirliklandirma
katsayilar1 asagidaki kosullar1 saglarlar.

Varsaymm 1.
i Heri € 7 icin wy; > 0 dur.

ii Heri,j € Zvei # jicin eger (vj,v;) € & ise w;; > 0
dir. Aksi halde (vj,v;) ¢ € ise w;; = 0 dur.

iii Heri€ Zigin} 7, wy; = 1dir

Varsayim 1(i), her etmenin durum degiskenini giincellerken
kendi bilgisini kullanmasi gerektigini; Varsayim 1(ii), iki etmen
arasinda bir iletisim mevcutsa etmenlerin durum degiskenlerini
giincellerken komsularindan aldiklar1 bilgileri pozitif katsayi-
larla kulanmasi gerektigini ve aralarinda iletisim bulunmayan
etmenlerin birbirlerinin bilgilerini kullanamayacaklarini; Varsa-
yim 1(iii) ise her etmenle iligkili agirliklandirma katsayilarinin
toplaminini 1 olmasi gerektigini ifade eder. Varsayim 1(iii), ay-
rik zamanda ifade edilen onaylasim algoritmasinin kararlilig
icin gereklidir.

Denklem 1, matris formunda agagidaki sekilde ifade edilebilir:

z(k+1) = Wa(k) 2)

Burada x(k) = [z1(k),...,zn(k)]T € R™ seklinde tanimlan-
mug durum vektorii ve W = [w;;] katsayilar matrisidir.

Literatiirde bulunan ¢ogu calisma, incelenen agin sabit ilin-
geli oldugu kabuliine sahiptir. Oysaki ¢ok etmenli sistemler, et-
menlerin haberlestigi kanalin ideal olmamasi, bozucu etkenlerin
varlig1 gibi sebeplerle etmenler arasinda yeni iletisim baglanti-
lar1 olugturacak, mevcut iletisim baglantilarin kopmasina sebep
olacak veya mevcut iletisim baglantilarinin agirlik katsayilari-
nin degismesine neden olacak bi¢cimlerde zaman icerisinde de-
Sisen bir yapiya sahip olabilirler. Bu durumda ag dinamikleri su
sekilde ifade edilebilir:

z(k+1) = W(k)z(k) 3)

2.3. Takim onaylasim problemi

Tamm 2. (Takim onaylagimi)( [1], Tanim 1) Dinamikleri denk-
lem (1) ile verilen ve G = (V, &) yonlii ¢izgesiyle temsil edilen
n etmenli bir ag1 ele alalim. Eger K farkli ¢; sabiti ve K tane
bos olmayan S; kiimesi varsa ve oyle ki

K
herl,m=1,...,K vel #migin | JSi =V, SNy =0,
=1

durumu saglaniyorsa ayrica herhangi bir baglangi¢ kosulu zg =

[£1(0),...,2,(0)]" € R™ ve Varsayim 1’i saglayan herhangi

bir W matrisi i¢in klirn zi(k) = ¢, Yv; € S; durumu sag-
—00

laniyorsa verilen ag§ K denge noktasina yakinsar ve K-takim

onaylagimina ulagir.

Tanmm 3. ( [1], Tamum 3) Sabit ilingeli, n etmenden olugan
G = (V,&) yonlii ¢gizgesini ele alalim. V kiimesinin 6yle I,
(I, > 1) tane alt kiimesi vardir ki V,,; (¢ = 1,...,1,) ile gos-
terilen bu alt kiimelerin her biri, kendileriyle ilintili alt ¢izge
Gp,i nin kapsayan agac iceren miimkiin olan en genis alt kiime-
sidir ve her va € Vp i ve vy & Vp i icin (vp,v,) ¢ € dir. Bu
durumda her i = 1,...,l, i¢in Gp;, G cizgesinin bir birincil
katman alt ¢izgesidir denir.



Tammm 4. ( [1], Tanim 4) V kiimesini, birincil katman alt ¢iz-

gelerde bulunmayan koseler kiimesi olarak tanimlayalim yani
1

— P —
YV =V \ U Vp,i. V kiimesinin 6yle [ tane alt kiimesi vardir
i=1
ki Vs i = 1,...,1s) ile gosterilen bu alt kiimelerin her biri,
kendileriyle ilintili alt ¢izge Gp ;’nin kapsayan agag iceren bir
alt kiimesidir ve bu alt kiimelerin her biri i¢in dyle bir v, € V5 ;
vardir ki bu kose tektir ve asagidaki kogullart saglar
i Hervy € Vs 5 \ va veve € V \ Vs ; igin (ve, vp) ¢ E dir.
ii En az iki farkli birincil veya ikincil katman alt ¢izgeden en
az iki kose (vq ve v.) bulunabilir 6yle ki (va,ve) € & ve
(ve, vq) € & dir.
iii Vs ; nin kapsayici agacinin kokii v, kosesidir.
Budurumdaheri =1, ..., icin Gs ;, G cizgesinin bir ikincil
katman alt ¢izgesidir denir.

Sekil 1: 6 etmenden olusan 6rnek bir ag.

Ornek 1. Sekil 1°de verilen ¢izgeyi ele alalim. v; ve va koseleri
birlikte G, birincil katman alt ¢izgesini olugturmaktadir. Eger
v4 koselesi bu alt cizgeye dahil edilmek istenirse v4 € V1 ve
vs & Vp,1 i¢in (vs,v4) € & oldugundan vy kosesinin eklen-
mesiyle olusan alt ¢izge tanim 3’e uymaz. Benzer yontem ile
ve kosesinin de tanim diginda kaldigi goriilebilir. Dolayisiyla
kapsayan aga¢ iceren miimkiin olan en genis alt kiime v1 ve vo
koselerinden olusur. vs kosesinin bir bagina oldugu goriilebilir,
ancak Varsayim 1(i) dolayisiyla her kose bir diigiim olusturur
dyleyse vz kendi basina G, icin kapsayan agactir.

3. Ayrik zamanda ¢oklu denge noktali
takim onaylasim analizi

Bu boliimde ilk kisimda sabit ilingeli ag yapisinda takim onay-
lagimi durumunda ¢oklu denge durumu analiz edilmis, ikinci
kisimda ise ag ilingesinin degisken oldugu durum i¢in sonuglar
genigletilmistir.

3.1. Sabit ilingeli aglar

Sabit ilingeli bir ag icin denklem (2) ile ifade edilen dinamik
sistemin kararlilik analizi W matrisinin 6zdegerleri analiz edi-
lerek gerceklestirilebilir.

Verilen dinamik sistemin ¢oziimii, (k) = W¥*2(0) ile elde
edilir. Bu durumda, dinamik sistemin kararlilig1 kllglo Wkz(0)
limitinin varligina, eger limit varsa kararli durumda agin du-
rumu ve onaylagim yapisi ise limitin yapisina baghidir.

Onsav 1. ([1], Onsav 4) W matrisi Varsayim 1’i saglayan bir
satir-stokastik matris olsun. Oyleyse klim W* vardir.
— 00

Yorum 1. Eger ag ile iliskili katsayilar matrisi W Varsayim 1’1
sagliyorsa W, negatif olmayan stokastik bir matristir. Stokas-
tik matrislerin birim ¢ember tizerinde bulunan 6zdegerleri bi-
rim Ozdeger olarak adlandirilir ve bir stokastik matrisin biitiin
ozdegerleri biiyiikliik olarak birim 6zdegerden kiigiik ya da ona
esittir. Ayrica bir stokastik matrisin birim 6zdegerinin geomet-
rik katlilig1 ile cebirsel katlilig1 birbirine esittir.

Onsav 2. ( [1], Kuram 1) Sabit ilingeli, n etmenden olusan
G = (V,&) yonli ¢izgesiyle temsil edilen bir ag, kararli du-
rumda K = [, + 1, denge noktasina yakinsar ve K -takim onay-
lagimina ulagir. Burada [, ve [ sirasiyla birincil ve ikincil kat-
man alt ¢izgelerin sayisidir.

3.2. Degisken ilingeli aglar

Onsav 2°de verilen sonucun dinamikleri denklem 3 ile ifade edi-
len bir sisteme genisletilebilmesi i¢in indirgenmis ¢izge tanimi
gereklidir.

Tamim 5. (Indirgenmis ¢izge) G = (V, E), 1, tane birincil kat-
man alt ¢izge, ls tane ikincil katman alt ¢izgeden olusan bir
yonlii ¢izge olsun. G; = (Vi,&), @ = 1,...,1p icin G ¢iz-
gesinin birincil katman alt ¢izgelerini ve i = 1, + 1,...,1s
icin G ¢izgesinin ikincil katman alt cizgelerini ifade ediyor
olsun. G cizgesiyle iliskili katsayt matrisi W ile gosterilsin.
V= {vi,... y U1, 41, } kiimesi ve bu kiime iizerinde asagidaki
sekilde tanimlanan kenar kiimesi ele alinirsa

_ _ . |€e€& FaecVv, beV;oyleki(a,b) c&
(vi, ;)

- 4
¢ & diger durumlarda @

G cizgesinin indirgenmis ¢izgesi G = (V, ) seklinde tanumla-
mir. Bu durumda G ile iligkili katsayt matrisi W = [W;;] nun
elemanlart su sekilde tammlanir:

SN wke, i #£ Jise

kEV; lEV;
Wij = 5
i - )
1-— Z Eij,i:jise
j=1
J#i

Ornek 2. Sekil 1’de verilen ¢izgeyi tekrar ele alalim. G ¢izge-
sinin indirgenmis cizgesi G Sekil 2°de verilmistir. Sekilden de
goriildiigii gibi indirgenmis ¢izgede bulunan koge sayisi, G ¢iz-
gesindeki birincil ve ikincil katman alt ¢izge sayilarinin topla-
mina esittir.

Degisken ilingeli aglar incelenirken iki durum ortaya ¢i-
kar. Ag icerisinde etmenler arasinda yeni iletisim baglantilar
olusturacak veya mevcut iletisim baglantilarin kopmasina se-
bep olacak durumda dogrudan her zaman adiminda ilingesel
yap1 degisir. Ancak ag icerisinde iletisim baglantilarinin kop-
mas1 ya da yeni baglantilarin olusmasinin s6z konusu olmadig1
durumda ilingesel yapi biitiin zaman adimlari i¢in korunabilir.
Bu durumda, katsayilar matrisinin her zaman adimu icin degisip
degismezligi onemlidir. Sabit ilingeli bir sistemden ayirt etmek
icin ilingesel yapinin sabit kaldig1 ancak katsayilarin degistigi
durum bu baglik altinda incelenmigtir. Bu bagliklarda ilgili du-
rumlar i¢in yeterli kogullar Kuram 1 ve 2’de verilmistir.
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Sekil 2: Sekil 1°de verilen ¢izgenin indirgenmis ¢izgesi.

3.2.1. Sadece katsayilarin degistigi aglar

Bu kisimda verilen ag yapisinin zamanla degistigi, ancak ag ice-
risinde yeni baglantilarin kurulmadigi veya var olan baglantila-
rin eksilmedigi varsayillmustir.

Kuram 1. Dinamikleri denklem (3) ile verilen ve G(k) =
(V(k),E(k)) yonlii ¢cizgesiyle temsil edilen n etmenli bir ag
ele alalim.

Egeri = 1,2,... icin denklem (6)’de tanumlanan her W; mat-
risinin kendisiyle ilintili cizgenin indirgenmis cizgesinin ayni in-
dirgenmis katsayilar matrisine sahip olmasi kosulunu saglaya-
bilecek ko > 0 ve l; > 0 skalerleri heri = 1,2, ... icin bulu-
nabiliyorsa verilen ag K = l, 4 ls denge noktasina yakinsar
ve K -takim onaylasimina ulagir.

i—1 i—1
Wi=W(ko+Y (li+L—1))Wlko+> 1) (6)
j=1 Jj=1

3.2.2. llingesel yapimin degistigi aglar

Kuram 2. Dinamikleri denklem (3) ile verilen ve G(k) =
(V(k),E(k)) yonlii ¢cizgesiyle temsil edilen n etmenli bir agi
ele alalim.
Egeri =1,2,...icin denklem (7)’de tammlanan her W; mat-
risinin;
i kendisiyle ilintili ¢izgenin indirgenmis ¢izgesinin aynt indir-
genmig katsayilar matrisine sahip olmasi ve ayni zamanda

ii kendisiyle ilintili cizgenin indirgenmis ¢izgesinin birincil ve
ikincil katman alt cizgeler bakinundan aymi sekilde boliin-
tiilenebilmesi

kosullarim saglayabilecek ko > 0 ve l; > 0 skalerleri her
1 =1,2,...icin bulunabiliyorsa verilen ag§ K = l, + l; denge
noktasina yakinsar ve K-takim onaylagimina ulagir.

i—1 i—1
Wi=Wko+Y (li+L—1) W+ l;) O
j=1 Jj=1

4. Sayisal benzetim

Asagida verilen W ve X katsayilar matrisini ele alalim. Bu iki
katsayilar matrisi i¢in farkli senaryolarda yapilan benzetim so-
nuglar1 Sekil 3-8’da verilmistir. Benzetimlerde baslangic kosul-
lar1 2o = [0.8,0.3,0.2,0.06,0.42, 0.70]” olarak secilmistir.

0 0 0 0 07
0 1 0O 0 O
0O 0 1 0 0 o
wW=1|1 1 1

- 0 = = 0 0
3 3 3

1 1 1 1
111 Y10

1 1 1
_055005_
. _
- - 0 0 o0 o0
5 5

4 1

- = 0 0 0 o
5 5

o O 1 0 0 o
X =

1 4
o o o0 = 0 =
5 5

4 4 4 1
5 135 15 05 Y
2 2 1
-0 = 0 0 =
L5 5 54

Sabit ilingeli bir agda katsayilar matrisi olarak W ve X
matrisleri secildigi durumda benzetim sonuglari Sekil 3 ve Sekil
4’te verilmistir. Sekillerden de goriilecegi tizere agin katsayilar
matrisinin W matrisi olmasi durumunda sistem 6 denge noktalt
onaylagima ulagir. Ote yandan agi katsayilar matrisi X matrisi
secilirse sistem 4 denge noktasina yakinsar.

Sekil 5’te sonuglart verilen benzetimde W ve X matris-
leri periyodik olarak anahtarlanmis, her adimda katsayilar mat-
risi bu iki matris arasinda degistirilmistir. Bu durumda her
i=1,2,...1icin [; = 2 secilirse, ko’dan bagimsiz olarak biitiin
W; matrisleri aynm1 yapida olacaklardir. Dolayisiyla Kuram 2’de
ortaya konulan sartlar saglanir ve benzetim sonuglarindan da
goriilecegi iizere sistem 4 denge noktasina yakinsar. Sekil 6’da
benzer sekilde sonuglar bu defa W matrisinin 2 adim boyunca
gecerli oldugu, daha sonra anahtarlama yapilarak X matrisi-
nin kullanildig1 ve bu anahtarlamanin periyodik yapildig1 du-
rum i¢in elde edilmisgtir.

Sekil 8’de X matrisi her 10 zaman adiminda bir defa anah-
tarlanarak kullanilmis, ancak hangi adimda anahtarlanacagi ta-
mamen rastgele belirlenmistir. Bu durumda her ¢ = 1,2,...
icin {; = 10 secilirse W; matrisleri W matrisinin 9 defa, X
matrisinin ise 1 defa carpimindan olusur. W ve X matrisleri de-
Sisme ozelligine sahip matrisler olduklarindan bu ¢arpimin so-
nucu, X matrisinin anahtarlandigi rastgele zaman adimina gore
degismeyeceginden Kuram 2’de ortaya konulan sartlar sagla-
nir ve sistem 4 denge noktasina yakinsar. Sekil 7’de W ve X
matrisleri her adimda belirli sabit olasiliklara gore segilmistir.
Benzer yaklagimla siras1 6nemli olmaksizin 6yle [; skalerleri se-
cilebilir ki zaman adimlar1 bu sabitlere gore boliintiilendiginde
bu matrislerin anahtarlanma sayilar1 her boliintii i¢in ayn1 olur.
Dolayisiyla sistem 4 denge noktasina yakinsar.
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Sekil 3: Agin W katsayilar matrisi ile benzetimi. Sekil 6: K = 3 periyoduyla X matrisinin anahtarlanmasi du-
rumu.
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Sekil 4: Agin X katsayilar matrisi ile benzetimi. Sekil 7: 0.7 olasilikla W matrisinin, 0.3 olasilikla X matrisinin
anahtarlanmasi durumu.
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Sekil 8: X matrisinin her 10 zaman adiminda yalnizca bir defa
olacak sekilde rastgele anahtarlanmast durumu.

Sekil 5: K = 2 periyoduyla X ve W matrisi arasinda anahtar-
lama durumu.



5. Sonuclar

Bu calismada, yonlii ¢izgelerle modellenen cok etmenli aglarda
dagitik onaylasim sorunu incelenmistir. Incelenen sistem, ay-
rik zamanl birinci dereceden dinamiklerle modellenmis, litera-
tiirde mevcut olan [3,4] sonuclar, [1]’de literatiire kazandirilan
birincil ve ikincil katman alt ¢izge kavramlari kullanilarak ¢a-
lisilmig ve yeterli kosullar belirlenmigtir. Elde edilen kuramsal
sonuclar sayisal benzetimler ile dogrulanmustir.

(1]

(2]

(3]

(4]

(3]

(6]
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