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Özetçe

Bu çalışmada, doğrusal port-Hamiltonyen sistemlerin op-
timal kontrolü ele alınmıştır. Öncelikle optimal kontrol prob-
leminin maliyet fonksiyonu, tedarik edilen enerjiyi minimize
edecek şekilde seçilmiştir. Ancak bu maliyet fonksiyonu te-
kil bir optimal kontrol probleminin oluşmasına yol açmaktadır.
Bu problemin çözümüne ilişkin literatürdeki analizler bu çalış-
mada ele alınmış ve bu probleme eşdeğer bir optimal kontrol
problemi oluşturacak yeni bir maliyet fonksiyonu önerilmiştir.
Bu iki farklı maliyet fonksiyonu minimum enerjiyle durum ge-
çiş optimal kontol probleminin tasarımında kullanılmış ve ay-
rıklaştırılarak kıyaslanmıştır. Bunun sonucunda optimal kontrol
problemlerinde ayrıklaştırmanın iki eşdeğer problem için farklı
sonuçların elde edilmesine yol açabileceği görülmüştür. Daha
sonra bu önerilen maliyet fonksiyonuyla ve karesel kontrol teri-
mini içeren maliyet fonksiyonuyla oluşturulan optimal kontrol
problemleri, enerji tüketimi açısından karşılaştırılmıştır ve öne-
rilen maliyet fonksiyonunun enerji tüketimi açısından çok daha
verimli çalıştığı görülmüştür. Son olarak bu maliyet fonksiyon-
ları yörünge takibi probleminde ve model öngörülü kontrolör
şeması içinde kullanılıp, yine enerji tüketimi açısından karşılaş-
tırılmıştır.

Abstract

In this paper, optimal control of linear port-Hamiltonian
systems has been considered. Initially, the cost functional of
the optimal control problem is chosen to minimize the supplied
energy. However, this cost functional leads to a singular optimal
control problem. The analyses in the literature regarding the so-
lution of this problem are discussed in this work, and a new
cost functional is proposed to form an equivalent optimal cont-
rol problem. These two different cost functionals are used in the
design of the optimal control problem for a state trasition with
minimal energy supply and compared after discretization. As a
result, it is observed that discretization in optimal control prob-
lems can yield different outcomes for two equivalent problems.
Subsequently, the optimal control problem formulated with the
proposed cost functional and the cost functional incorporating
the quadratic control term are compared in terms of energy con-
sumption, revealing that the proposed cost functional operates

much more efficiently in terms of energy consumption. Finally,
these cost functionals are used in the trajectory tracking prob-
lem and within the model predictive control scheme, and they
are compared once again in terms of energy consumption.

1. Giriş
Son zamanlarda, port-Hamiltonyen (pH) yapısı, fiziksel sistem-
lerin modelleme, analiz ve kontrolünde büyük bir etkiye sahip
olmuştur [1, 2]. pH yapısı, enerji tabanlı bir modelleme yak-
laşımı sunar ve aslında sistem dinamiklerini enerji fonksiyon-
larıyla tanımlayan Hamiltonyen yapısının, giriş ve çıkış kapı-
larıyla genişletilmiş bir versiyonudur. Bu enerji tabanlı bakış
açısı, sistemin davranışının ve enerji alışverişlerinin daha derin
bir anlayışını sağlar, böylece enerji verimli ve kararlı kontrol
stratejileri tasarlamayı kolaylaştırır. Ayrıca, pH sistemleri, pa-
siflik arz oranı (passivity supply rate) u⊤y açısından yayılmacı
bir özellik gösterirler, yani pasif sistemlerdir.

Yayılma (Dissipativity) teorisi, özellikle optimal kontrol
problemlerinde (OKP) karşımıza çıkan turnpike fenomeninin
araştırılması konusunda önemli olmuştur [3]. Optimal kontrol
problemlerinin çözümünde elde ettiğimiz optimal yörüngeler,
bazen belirli bir süre boyunca belirli bir denge durumuna yakın
olarak hareket ederler ve daha sonra bu bölgeden ayrılırlar. Op-
timal yörüngelerin bu hareketine literatürde turnpike fenomeni
adı verilmiştir [4]. Bu fenomen ilk olarak ekonomi alanında
keşfedilse de günümüzde özellikle (ekonomik) model öngörülü
kontrol şemalarının performansını ve kararlılığını analiz etmede
önemli bir bileşen olmaktadır [5]. Literatürde bu turnpike feno-
meninin oluşumu genellikle maliyet fonksiyonlarındaki karesel
kontrol terimine bağlı olmuştur.

Son zamanlarda, pH sistemlerinin optimal kontrolü büyük
ilgi çekmiştir [6, 7]. pH sistemleri yapısı gereği doğal ola-
rak enerji denge denklemini sağlar. pH sistemlerinin optimal
kontrolü için maliyet fonksiyonu seçiminde, enerji denge denk-
leminde bulunan, tedarik edilen enerji teriminin kullanılması,
enerji verimli bir sonuç elde etmek için oldukça doğal bir se-
çim olacaktır. Ancak tedarik edilen enerji terimi doğrusal olarak
kontrol ifadesine bağlıdır ve bu nedenle ortaya çıkan optimal
kontrol problemi tekil bir problem olmaktadır. Tekil problemler
için literatürde var olan Riccati teorisi gibi çözüm yolları kul-
lanılamamaktadır. Bu sorun adi diferansiyel denklemler (ODE)
ve cebirsel diferansiyel denklemler (DAE) için analiz edilmiştir
ve bu problemin belirli koşullar altında çözümünün varlığı, opti-
mal çözüm için gerek şartlar belirtilmiştir [8, 9]. Yakın zamanda



bu şartlar tamamen genelleştirilerek verilmiştir [10]. Ayrıca, bu
sonuçlar yüksek katlı binaların bir uygulamasında kullanılmıştır
[11].

Bu bildiride doğrusal pH sistemlerinin optimal kontrolü ele
alınmıştır. Bölüm 2’de tedarik edilen enerjiyi minimize edecek
optimal kontrol problemi tanıtılmış, bu problem ile ilgili lite-
ratürdeki analizler verilmiş ve bu probleme eş değer bir prob-
lem oluşturacak yeni bir maliyet fonksiyonu öne sürülmüş-
tür. Bölüm 3’te teoride sürekli zamanda eşdeğer olan bu iki
problem, ayrıklaştırılarak birbiriyle kıyaslanmıştır. Bölüm 4’te
önerilen bu maliyet fonksiyonunun enerji verimliliği açısından
performansı, literatürde sıklıkla kullanılan karesel kontrol teri-
minden oluşan maliyet fonksiyonuyla karşılaştırılmıştır. Bölüm
5’te problem yörünge takibi problemi için genişletilerek, mo-
del öngörülü kontrolör yapısı içinde ele alınarak, enerji verimli-
liği açısından performansı karşılaştırılmıştır. Bölüm 6 ile bildiri
sonlandırılmıştır.
Notasyon: Lebesgue ölçülebilir fonksiyonlar f : [0, T ]→ Rm,
M([0, T ],Rm) şeklinde gösterilmiştir veM([0, T ],U) ifadesi
kompakt, konveks ve boş olmayan U ⊂ Rm kümesinin bir alt
kümesidir. a ≤ b şeklindeki iki tamsayı için [a : b] := [a, b]∩Z
şeklinde kısaltma kullanılmıştır.

2. Minimal enerji tedarikiyle durum geçiş
problemi

Ele alınan doğrusal port-Hamiltonyen sistemi,

ẋ(t) = (J −R)Qx(t) +Bu(t) (1a)

y(t) = B⊤Qx(t), (1b)

burada J ∈ Rn×n ters simetrik bir matris, diğer bir değişle,
J = −J⊤, simetrik, pozitif yarı kesin yayılma matrisi R ∈
Rn×n, simetrik, pozitif kesin matris Q ∈ Rn×n, ve giriş mat-
risi B ∈ Rn×m ile ifade edilmiştir. Sistemin toplam enerjisi,
enerji Hamiltonyeni H(x) = 1

2
x⊤Qx ile verilir. Enerji Hamil-

tonyeninin, (1a) ile çözülmesiyle güç denge denklemi (2)’deki
gibi elde edilir.

d

dt
H(x(t)) = u(t)⊤y(t)− ∥R

1
2Qx(t)∥22. (2)

Güç denge denkleminin T > 0 için [0, T ] zaman aralığında
integral çözümüyle (3)’teki enerji denge denklemi elde edilir.

H(x(T ))−H(x(0)) =

∫ T

0

u(t)⊤y(t)dt︸ ︷︷ ︸
tedarik edilen enerji

−
∫ T

0

∥R
1
2Qx(t)∥2dt︸ ︷︷ ︸

yayılan enerji

.

(3)

Buna göre x0 ∈ Rn başlangıç durumunu bir xT ∈ Rn son
durumuna U ⊂ Rm kontrol kısıtları altında minimal tedarik
enerjisi ile götürebilecek OKP, (4)’teki gibidir.

min
u∈M([0,T ],U)

Je(x, u) :=

∫ T

0

u(t)⊤y(t) dt

s.t. (1a), x(0) = x0, and x(T ) = xT .

(4)

Bu problemde maliyet fonsiyonu, kontrol işaretine doğrusal ola-
rak bağımlıdır. Bu nedenle OKP (4) tekil bir problemdir. Ancak

bu problem [8, 9] yayınlarında çözümün varlığı, optimalliğin
gerek koşulları ve turnpike fenomeni ele alınarak analiz edil-
miştir. Buna göre U ⊂ Rm kısıtlarının kompakt ve boş olmayan
bir küme olduğu varsayımı altında eğer xT son durumu, x0 baş-
langıç durumu tarafından erişilebilirse optimal kontrolün varlığı
kanıtlanmıştır [8, Proposition 7]. Bu problemin çözümünde elde
edilen optimal kontrol u⋆

e ∈ M([0, T ];U) ile, buna bağlı elde
edilen optimal durumlar ise x⋆

e = x(·;x0, u⋆
e) ile gösterilecek-

tir.
Optimalliğin Gerek Koşulları ve Tekil Arklar. Pontryagin’in
maksimum ilkesi ele alındığında, (4) probleminin optimal çö-
zümleri (x⋆

e , u
⋆
e) için, her t ∈ [0, T ] için, (λ0, λ) ∈ R≥0 ×

W 1,1(0, T ;Rn), (λ0, λ(t)) ̸= 0 vardır, öyle ki,

ẋ⋆
e = (J −R)Qx⋆

e(t) +Bu⋆
e(t)

λ̇(t) = −λ0QBu⋆
e(t) +Q(J +R)λ(t)

u⋆
e(t) ∈ argmin

ũ∈U
ũ⊤B⊤(λ0Qx⋆

e(t) + λ(t)).

(5)

Eğer i anındaki anahtarlama fonksiyonunu si aşağıdaki gibi ta-
nımlarsak

si(t)=̇(B⊤(λ0Qx⋆
e(t) + λ(t)))i

bu durumda kontrol ifadesi si(t) > 0 durumları için u⋆
i = ui,

si(t) < 0 durumları için u⋆
i = ui değerlerini alır. Eğer sonlu

bir zaman aralığı için si(t) = 0 durumu sağlanıyorsa, bu du-
rumda OKP’nin tekil ark (singular arc) sergilediği söylenir.
Yine de bu problem [8, Theorem 8] yayınında analiz edilmiş-
tir ve im(B)∩ ker(RQ) = 0 koşulu altında, optimal kontrolün
tamamen optimal durumlar ve Lagrange çarpanına bağlı olarak
elde edilebildiği ispatlanmıştır. [10] yayınında ise bu koşulun
gerek değil yeter koşul olduğu belirtilmiştir.

Ayrıca OKP (4) çözümüyle elde edilen optimal durumların
ker(RQ) alt uzayında turnpike özelliği gösterdiği [9, Theorem
4.4] yayınında ispat edilmiştir. Turnpike fenomeni, optimal du-
rumların zamanın çoğunu belli bir denge bölgesinde geçirme-
lerine verilen isimdir. ker(RQ) alt uzayı yayılmacı olmayan
(non-dissipative) bir alt uzaydır, diğer bir değişle enerjinin har-
canmadığı bir alt uzaydır. Bu nedenle optimal durumlar zama-
nın çoğunu bu bölgede geçirerek daha az enerji harcanmasını
sağlamaktadır. Bu fenomen ile ilgili daha fazla bilgi için [8, 9]
yayınları önerilmektedir.

Enerji denge denklemini (3) yeniden ele alırsak, buradaki
terimler ile aşağıdaki maliyet fonksiyonunu tanımlayabiliriz.

Js(x, u) :=

∫ T

0

x(t)⊤Q⊤RQx(t) dt

=Je(x, u) +H(x0)−H(xT )︸ ︷︷ ︸
sabit

.

Görüldüğü üzere Js maliyet fonksiyonu aslında Je maliyet
fonksiyonuyla sabit bir sayının toplamına eşittir. Bu nedenle
Js maliyet fonksiyonunun kullanılmasıyla elde edilen OKP’nin
çözümüyle elde edilen optimal kontrol-optimal durum çifti
(u⋆

s , x
⋆
s), Je maliyet fonksiyonunun kullanılmasıyla elde edi-

len optimal çözüme eşit olacaktır, diğer bir değişle u⋆
s = u⋆

e ve
x⋆
s = x⋆

e geçerlidir. Yani Je ve Js ile oluşturulmuş OKP’ler
birbirine eş değerdir. Başka açıdan ele alırsak, minimal tedarik



edilen enerjiyle durum geçişi, minimal yayılan enerjiyle durum
geçişine eş değerdir. Bir sonraki bölümde bu iki eşdeğer proble-
min ayrıklaştırılması sonucunda elde edilen sonuçlar incelene-
cektir.

3. Optimal kontrol problemlerinin
ayrıklaştırılması

Js ve Je maliyet fonksiyonlarıyla kurulan OKP’lerin eş değer-
liği sürekli zamanda gösterilmiştir. Ancak bu durum ayrıklaş-
tırılmış problemler için sağlanmayabilir. Bunun nedeni, enerji
denge denkleminin ayrıklaştırıldığında korunamama ihtimali-
nin olmasıdır. Bu bölümde (6)’da verilen farklı örnekleme za-
manlarını kullanarak bu problemi nümerik olarak ele alacağız.

∆t ∈ {10−1, 5 · 10−2, 10−2, 5 · 10−3, 10−3, 5 · 10−4}. (6)

Ayrıklaştırma: Örnekleme zamanı tk := k∆t, k ∈ [0 : N ],
N = T/∆t + 1 için, ayrık durum, kontrol ve çıkış sırasıyla
xk = x(tk), uk = u(tk), ve yk = y(tk) ile gösterilmiştir.
Enerji denge denkleminin korunması için önerilen ayrıklaştırma
şemaları [12, 13] yayınlarında işlenmiştir. Burada sistem dina-
miklerinin doğrusal olması sebebiyle (1a) sistemi orta nokta
metodu (implicit midpoint rule) ile (7)’deki gibi ayrıklaştırıl-
mıştır.

xk+1 = xk +∆tf((xk + xk+1)/2, uk) (7a)

yk+1 = B⊤Qxk+1, (7b)

Burada her k ∈ [0 : N − 1] için f(x, u) := (J −R)Qx+Bu.
Doğrusallıktan dolayı (7) denklemini aşağıdaki gibi yazabiliriz.(
I − ∆t

2
(J −R)Q

)
xk+1 =(

I + ∆t
2
(J −R)Q

)
xk +∆tBuk.

Burada (J−R)Q sadece pozitif olmayan reel özdeğerlere sahip
olduğu için, sol kısımdaki matris tersi alınabilirdir. Buna göre,

xk+1 =(
I − ∆t

2
(J −R)Q

)−1 ((
I + ∆t

2
(J −R)Q

)
xk +∆tBuk

)
.

Buna bağlı olarak, OKP’ler de sol Riemann toplamı ile ayrık-
laştırılmıştır. OKP (4), (8)’deki gibi ayrıklaştırılmıştır.

min
u=(uk)

N−1
k=0

∈UN
J̃e(x, u) := ∆t

N−1∑
k=0

u⊤
k yk,

s.t. (7a), x(0) = x0, and xN = xT .

(8)

Aynı şekilde Js maliyet fonksiyonuna bağlı ayrık OKP, (9)’daki
gibidir.

min
u=(uk)

N−1
k=0

∈UN
J̃s(x, u) := ∆t

N−1∑
k=0

x⊤
k Q

⊤RQxk,

s.t. (7a), x(0) = x0, and xN = xT .

(9)

Bu iki ayrık OKP aşağıdaki üç durumlu tek girişli doğrusal bir
sistemin yer aldığı Örnek 1 [8] ele alınarak, zaman ufku T = 20

seçilerek CasADi [14] ile çözdürülmüştür.

Örnek 1: n = 3 ve m = 1 için, (10)’daki dinamikler ele
alınmıştır.

J =

 0 0 1

0 0 −1
−1 1 0

 , R =

1 1 0

1 1 0

0 0 0

 , Q = I, (10)

ayrıca B = (1, 0, 0)⊤, U = [−10, 10], başlagıç ve son durum
koşulları x0 = (1, 1, 1)⊤ ve xT = (−1.2, −0.7, −1)⊤ olarak
seçilmiştir.

Ayrık OKP’lerin (6)’de verilen her örnekleme zamanıyla
çözümüyle elde edilen optimal kontrol ve durum çiftleri
(ũe, x̃e) ve (ũs, x̃s) ile gösterilmiştir. Şekil 1’de bu optimal
kontrol ve durum çiftleriyle elde edilen maliyet fonksiyonu de-
ğerleri örnekleme zamanına göre çizdirilmiştir. Şekilden de gö-
rülebileceği üzere tedarik edilen enerji teriminin kullanıldığı
J̃e(x̃e, ũe), yayılan enerji teriminin kullanıldığı J̃s(x̃s, ũs)

maliyet fonksiyonuna göre ayrıklaştırmadan ve örnekleme za-
manının seçiminden çok daha fazla etkilenmiştir. Örnekleme
zamanı küçüldükçe J̃e(x̃e, ũe)’in daha doğru bir değere yakın-
sadığı, iki maliyet fonksiyonunun değerleri arasındaki fark olan
c sabit değerinin şekilde oluşmasıyla görülmektedir.

Şekil 1: J̃e(x̃e, ũe) ve J̃s(x̃s, ũs) farklı örnekleme zamanlarına
göre karşılaştırılması. c = H(x(20)) − H(x(0)) sabit değeri
ifade etmektedir.

OKP (4) ya da Js maliyet fonksiyonuyla elde edilen eş
değer OKP’nin, ker(RQ) alt uzayına göre turnpike özelliği
gösterdiği bir önceki bölümde ifade edilmişti. Şekil 2’de ay-
rık OKP’lerin çözümünden elde edilen optimal yörüngelerin
ker(RQ) alt uzayına göre farklı örnekleme zamanları için çi-
zimi verilmiştir. Şekilde görüldüğü üzere elde edilen tüm op-
timal yörüngeler başlangıç durumundan son duruma geçerken
zamanın çoğunu ker(RQ) alt uzayında geçirerek turnpike özel-
liği göstermektedir. Ancak yine de OKP (8) ile elde edilen çö-
zümlerde örnekleme zamanının değişimine göre bir farklılık gö-
zükürken, OKP (9) ile elde edilen çözümlerin neredeyse hiç
farklılık göstermediği görülmektedir. Bu nedenle, OKP (9)’in
ayrıklaştırmaya göre daha dayanıklı olduğu söylenebilir. Bun-
dan sonraki bölümlerde, ayrıklaştırmaya dayanıklılığı sebebiyle
benzetim çalışmalarında enerji verimli OKP için OKP (9) kulla-
nılacaktır ve performası karesel kontrol terimiyle oluşturulmuş
maliyet fonksiyonu ile karşılaştırılacaktır.



(a) OKP (8) (∆t = 10−1) (b) OKP (8) (∆t = 10−3)

(c) OKP (9) (∆t = 10−1) (d) OKP (9) (∆t = 10−3)

Şekil 2: OKP (8) ve (9) çözümüyle elde edilen optimal yörün-
geler (T = 20).

4. Önerilen maliyet fonksiyonunun karesel
kontrol terimiyle karşılaştırılması

Optimal kontrol problemlerinde sıklıkla tercih edilen maliyet
fonksiyonlarından biri, karesel kontrol teriminin cezalandırıl-
dığı maliyet fonksiyonudur. Bunun nedeni kontol işaretinin ce-
zalandırılmasının fiziksel sistemler düşünüldüğünde mantıklı
olması ve karesel terimin matematiksel olarak kolaylık sağla-
masıdır. Karesel kontrol terimi maliyet fonksiyonunda bulun-
duğunda, kontrol kısıtlarının olmadığı durumda Riccati teoremi
uygulanabilmektedir.

Bu bölümde tekil OKP (4) ile karesel kontrol teriminin
kullanıldığı OKP, bir önceki bölümde ele alınan durum geçiş
problemi üzerinden kıyaslanacaktır. Sürekli zamanda bu OKP,
(11)’deki gibi tanımlanır.

min
u∈M([0,T ],U)

Jc(x, u) =:

∫ T

0

∥u(t)∥2 dt

s.t. (1a), x(0) = x0, x(T ) = xT .

(11)

Bu OKP’nin, Bölüm 3’te gösterildiği gibi ayrıklaştırılma-
sıyla OKP (12) elde edilir.

min
u=(uk)

N−1
k=0

∈UN
J̃c(x, u) := ∆t

N−1∑
k=0

u⊤
k uk,

s.t. (7a), x(0) = x0, xN = xT .

(12)

Şekil 3’te iki OKP’nin zaman ufkunun T = 20 seçilme-
siyle çözümünden elde edilen optimal yörünge ve kontrolün
benzetim çalışmaları verilmiştir. Şekle göre OKP (9) çözümün-
den elde edilen kontrol sinyalinin zaman ufkunun başında ve so-
nunda kısıtların sınırlarına dayandığı, geri kalan bölümde ise sı-
fıra çok yakın hareket ettiği görülmüştür. OKP (12) çözümüyle
elde edilen kontrol sinyalinin ise başta ve sonda daha az agre-
sif bir davranış sergilediği, ortalarda ise sıfıra yakın ancak biraz

daha büyük salınımlar yaptığı görülmüştür. Bu davranış farklı-
lığının enerji harcanması bakımından nasıl sonuçlandığını gör-
mek için Şekil 4’te harcanan enerji oranının verildiği grafik elde
edilmiştir. Bu grafiğe göre zaman ufku seçiminin enerji har-
canma oranını etkilediği ancak yine de genele bakılacak olursa
OKP (9) ile en az üç kat daha enerji verimli sonuç alındığı gö-
rülmektedir.

Şekil 3: OKP (9) (—) OKP (12) (– –) çözümüyle elde edilen
optimal yörüngeler ve kontrol işareti (T = 20, ∆t = 10−2).

Şekil 4: Farklı zaman ufuklarına göre J̃s(us)/J̃
s(uc).

Ayrıca Şekil 5’te OKP (12) çözümünden elde edilen op-
timal durumlar, yayılmacı olmayan alt uzayla birlikte çizdiril-
miştir. Buna göre, OKP (12)’in de bu alt uzaya göre turnpike
özelliği gösterdiği görülmektedir. Bir sonraki bölümde bu iki
maliyet fonksiyonu yörünge takibi problemi içinde karşılaştırı-
lacaklardır.

Şekil 5: OKP (12) çözümüyle elde edilen optimal yörüngeler
(∆t = 10−2).



5. Model öngörülü kontrolör ile yörünge
takibi

Bu bölümde tedarik enerjisi terimi ile karesel kontrol terimi yö-
rünge takibi problemi ele alınarak karşılaştırılacaktır. Buna göre
yeni OKP, (13)’teki gibi oluşturulmuştur.

min
u∈M([0,T ],U)

Jt,e(x, u) :=

∫ T

0

∥Cx(t)− yref(t)∥2dt

+

∫ T

0

u(t)⊤y(t)dt,

s.t. (1a), x(0) = x0.

(13)

Burada C ∈ Rn×p takip matrisi, yref ∈ L2([0, T ],Rp) istenen
çıkışı belirmektedir. Bu problem ile amaç yörünge takibi ya-
parken, harcanan enerjiyi de minimize etmektir. Bir başka fark-
lılık ise bu problemde son durum kısıtının olmamasıdır. Eş de-
ğer problem yayılan enerji terimi ile yazılmak istenirse (14)’teki
gibi olmalıdır.

min
u∈M([0,T ],U)

Jt,s(x, u) :=

∫ T

0

∥Cx(t)− yref(t)∥2dt

+

∫ T

0

x(t)⊤Q⊤RQx(t) dt+H(x(T )),

s.t. (1a), x(0) = x0.

(14)

Aynı şekilde karesel kontrol teriminin bulunduğu ikinci OKP,
(15)’teki gibi oluşturulmuştur.

min
u∈M([0,T ],U)

Jt,c(x, u) :=

∫ T

0

∥Cx(t)− yref(t)∥2dt

+

∫ T

0

u(t)⊤u(t)dt,

s.t. (1a), x(0) = x0.

(15)

Bu OKP’lerin çözümü sonucu elde edilen optimal kontroller sı-
rasıyla ut,s ve ut,c ile gösterilmiştir. Bu problemler yine Bölüm
3’te verilen şekilde ayrıklaştırılmıştır ve Algoritma 1’de veril-
diği şekilde model öngörülü kontrol şemasına uygulanmıştır.

Verilenler: İlk durum x0, örnekleme zamanı ∆t,

Tahmin ufku T , simülasyon ufku N

while n ≤ N do
OKP (14) ya da (15) çözülür
optimal kontrol sekansı bulunur
u(·) = u(k)k∈{0,1,...,N−1}

sekansın ilk elemanı sisteme (7a) uygulanır
u := u(0) for [k∆t, (k + 1)∆t]

x0 ← xk+1

n← n+ 1
end

Algoritma 1: Model öngörülü kontrol.

Örnek 1’deki son durum kısıtı kaldırılarak ve C =

(1, 0, 0), yref(t) ≡ 0 seçilerek sistemin ilk durumu verilen
referans işaretini takibe zorlanmıştır. Model öngörülü kontro-
lör algoritmasında tahmin ufku 3s seçilmiştir ve yörünge ta-
kibi sonuçları Şekil 6 ile gösterilmiştir. Buna göre OKP 14’ün
OKP 15’e göre daha hızlı ve daha az salınımlı bir şekilde

referans sinyaline yakınsadığı görülmektedir. Yörünge takibi
performasıyla harcanan enerjinin aynı anda kıyaslanmasıyla
Jt,s(ut,s)/J

t,s(ut,c) = 0.33 oranı elde edilmiştir. Buna göre
OKP 14 en az üç kat daha fazla enerji verimli sonuç sergilemiş-
tir.

Şekil 6: OKP (14) (—) ve OKP (15) (– –)’nin Örnek 1 için mo-
del öngörülü kontrolör ile yörünge takibi (∆t = 10−1).

6. Sonuçlar

Bu çalışmada doğrusal pH sistemlerinin optimal kontrol prob-
lemi işlenmiştir. Öncelikle pH sistemlerinin sağladıkları enerji
denge denklemlerinden yola çıkarak, minimum tedarik enerji-
siyle durum geçiş probleminin çözülebileceği OKP öne sürül-
müştür. Daha sonra yine enerji denge denklemi kullanılarak, bu
OKP’ye eş değer yeni bir OKP elde edilmiş ve bu problemler
ayrık zamanda karşılaştırılmıştır. Bunun sonucunda sürekli za-
manda eş değer iki OKP’nin ayrık zamanda ayrıklaştırma şema-
sına ve örnekleme zamanı seçimine göre farklı sonuçlar verebi-
leceği görülmüştür. Daha sonra bu önerilen maliyet fonksiyonu,
yaygın olarak bilinen karesel kontrol teriminin yer aldığı mali-
yet fonksiyonuyla aynı durum geçiş problemi için enerji verim-
liliği kıstas alınarak karşılaştırılmıştır. Sonuçta önerilen maliyet
fonksiyonunun enerji verimliliğini önemli derece arttırdığı gö-
rülmüştür. Son olarak bu maliyet fonksiyonları model öngörülü
kontrolör yapısı kullanılarak yörünge takip problemi için kar-
şılaştırılmışlar ve yörünge takibi için karesel kontrol teriminin
cezalandırılmasına gerek duyulmadan enerji verimli bir sonuç
elde etmenin mümkün olduğu gösterilmiştir. Bundan sonraki
çalışmalarda yüksek mertebeden ayrıklaştırma şemalarının et-
kisi incelenecektir.
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