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Özetçe

Bu çalışma doğrusal olmayan dinamiklere sahip çok et-
menli ağlar için küme onaylaşım problemini incelemektedir.
Yönlü bir çizge üzerinde gelişen bir sistem için sistemin küme
onaylaşımını garanti edecek kararlılık koşullarını ortaya koy-
duk. Literatürdeki küme onaylaşım problemi üzerine var olan
sonuçların aksine, kümeler ve onların elemanları önceden be-
lirlenmemiştir. Toplam küme sayısı ve her kümenin elemanları
altta yatan yönlü çizgenin birincil ve ikincil katman alt çizge-
lerinden açıkça hesaplanmaktadır. Kuramsal sonuç nümerik bir
örnekle gösterilmiştir.

Abstract

This paper investigates the cluster consensus problem for
multi-agent networks with nonlinear dynamics. For a system
evolving over a directed graph, we state the stability conditions
which ensure the system to converge cluster consensus. Cont-
rary to the existing results on the cluster consensus problem
in the literature, the clusters and their members are not pre-
determined. The total number of clusters and members of each
cluster are explicitly computed from the primary and secondary
layer subgraphs of the underlying directed graph. Theoretical
result is illustrated via a numerical example.

1. Giriş
Çok etmenli ağlarda onaylaşım problemi; kontrol mühendis-
liği, sosyal ağlar, otonom robotlar gibi farklı çalışma alanla-
rında potansiyel uygulamaları sebebiyle birçok araştırmacı tara-
fından çalışılmıştır [1–5]. Basit bir dilde, onaylaşım, dağıtık ağ
ile modellenen sistemlerdeki tüm elemanların ortak bir değere,
duruma ya da yörüngeye yakınsamasıdır. Küme onaylaşımı ise
verilen sistemi oluşturan elemanların birden fazla değerde ya da
durumda karar kılması olayıdır. Literatürde var olan birçok ça-
lışmada, küme onaylaşım problemi doğrusal dinamikli sistem-

ler için ele alınmıştır [6–8]. Halbuki, gerçek dünyada çalışan
birçok sistem doğrusal olmayan dinamiklerle modellenmiştir.

Bu bildiride amacımız doğrusal olmayan dinamiklere sa-
hip çok etmenli sistemlerde küme onaylaşım problemini ince-
lemektir. Konu ile ilgili literatürdeki bazı çalışmalar aşağıdaki
gibi gözden geçirilmiştir.

[9]’da çizge kuramı, matris teorisi ve Lyapunov’un doğ-
rudan yöntemi kullanılarak doğrusal olmayan dinamiklere sa-
hip bir sistemin onaylaşıma ulaşmasını garanti edecek yeterli
koşullar elde edilmiştir. Fakat bu çalışmada, küme onaylaşım
problemi ele alınmamıştır. [10]’da yazarlar doğrusal olmayan
bir ağın küme onaylaşım problemini yakınsama teorisi ve Lya-
punov fonksiyonları kullanarak incelemişlerdir. Elde edilen ye-
terli koşul sadece kümelerin önceden belirlendiği sistemler için
geçerlidir. [11]’de, içsel, doğrusal olmayan dinamiklere sahip
ağlar için sabit zamanlı küme takip problemi incelenmiştir. Ya-
zarlar, her alt kümedeki takipçi etmenlerin kendi liderlerini ta-
kip etmesini garanti eden bir protokol önermişlerdir. [12]’de,
doğrusal olmayan protokoller vasıtasıyla haberleşen işbirlikçi-
rekabetçi etkileşimli etmenlerin olduğu sistemlerde küme onay-
laşım problemi incelenmiştir. Lyapunov metodu kullanarak, ya-
zarlar küme onaylaşımının ancak ve ancak kümelerdeki etmen-
lerin aynı etkileşim özelliklerine sahip olması ile mümkün ola-
cağını ispatlamışlardır.

Bu çalışmada, doğrusal olmayan dinamiklere sahip sistem-
ler için küme onaylaşım problemi ve özellikleri incelenmiştir.
Literatürde var olan çalışmaların aksine, kümeler önceden be-
lirlenmeden küme onaylaşımını garanti eden koşullar ortaya ko-
nulmuştur. Problemin analizinde, bazı sonuçlar literatürde var
olan çalışmalar kullanılarak türetilmiştir. Bu bildiride ele alınan
çalışmalar aşağıdaki gibi özetlenebilir:

1) Doğrusal olmayan dinamiklere sahip sistemler için küme
onaylaşım problemi gözden geçirilmiştir.

2) Bu sistemler için küme sayısı ve küme elemanları birin-
cil ve ikincil katman alt çizge kavramları kullanılarak he-
saplanmıştır.

3) Küme onaylaşımını garanti edecek kararlılık koşulları
elde edilmiştir.



Bildirinin geri kalanı şu şekilde düzenlenmiştir. Bölüm 2’de
çizge kuramı ile ilgili temel bilgiler verilmiş ve birincil/ikincil
katman alt çizge tanımları gözden geçirilmiştir. Bölüm 3’te doğ-
rusal olmayan dağıtık onaylaşım algoritması verilmiş ve küme
onaylaşımı için kararlılık koşulları elde edilmiştir. Bölüm 4’te
elde edilen sonucu doğrulamak için benzetim çalışmalarına yer
verilmiştir. Son olarak, Bölüm 5’te bildiri ile ilgili sonuçlar ve
gelecekteki araştırma konuları yer almaktadır.

2. Çizge Kuramı
n etmenden oluşan bir ağda etmenler arasındaki bağlantılar
yönlü bir çizge G = {V, E} ile modellenir. Burada V =

{ν1, . . . , νn} etmenler kümesini, E ⊆ V×V kenarlar kümesini
ifade eder. Yönlü bir kenar (νj , νi), νj etmeninden νi etme-
nine doğru olan bilgi akışını gösterir. Bitişiklik matrisi A yönlü
kenarların ağırlıklarını içeren bir matristir. Bu matrisin eleman-
larının (aij) aşağıdaki koşulu sağladığı varsayılmıştır:

aij =

{
> 0, eğer (νj , νi) ∈ E
= 0, eğer (νj , νi) /∈ E .

νi etmeninin komşuluk kümesi, νi etmenine bitişik olan et-
menleri içeren kümedir ve Ni = {νj : (νj , νi) ∈ E} ile
ifade edilir. İki etmen arasındaki yönlü yol, etmenleri birbi-
rine bağlayan yönlü kenar sekansları ile ifade edilir. Örneğin,
νj etmeninden νi etmenine doğru yönlü bir yol varsa, bu yol
(νk1 , νk2), (νk2 , νk3), . . . , (νkm−1 , νkm), k1 = j, km = i ile
ifade edilir. Yönlü bir çizgede, tüm etmenlere giden yönlü yola
sahip olan bir etmen varsa, o çizge kapsayan ağaç içerir ve o
etmen kök etmendir.

Küme onaylaşım probleminin analizinde, küme sayılarını
belirlemek için birincil ve ikincil katman alt çizge konseptleri
kullanılmıştır. Bu alt çizgelerin tanımları aşağıda verilmiştir:

Tanım 1. [13] (Birincil Katman Alt Çizgesi) Verilen bir G =

(V, E) yönlü çizgesinde, lp adet benzersiz Gp,i = (Vp,i, Ep,i),
i = 1, . . . , lp, alt çizgesi vardır ki aşağıdaki koşulları sağlar:

• Her alt çizgenin etmen kümesi Vp,i, i = 1, . . . , lp, müm-
kün olan en fazla etmen sayısına sahiptir ve kapsayan
ağaç içerir.

• Bir alt çizgedeki etmenler (Vp,i) bulunduğu alt çizge dı-
şından (V \ Vp,i) bilgi alamaz.

Tanım 2. [13] (İkincil Katman Alt Çizgesi) Birincil katman
alt çizgelerinde bulunmayan etmenlerin oluşturduğu küme V̄ =

V \
⋃lp

i=1 Vp,i olsun. V̄ kümesinde ls adet benzersiz Gs,j =

(Vs,j , Es,j), j = 1, . . . , ls, alt çizgesi vardır ki aşağıdaki ko-
şulları sağlar:

• Her alt çizge, Gs,j , j = 1, . . . , ls, kapsayan ağaç içerir.

• Bir alt çizgenin kök etmeni, çizge dışından en az iki farklı
çizgedeki iki etmenden bilgi alır.

• Bir alt çizgedeki kök etmen dışındaki diğer tüm etmenler
bulundukları alt çizge dışından bilgi alamaz.

Birincil ve ikincil katman alt çizgelerinin belirlenmesi gös-
termek için aşağıdaki örnek verilmiştir:

Örnek 1. Şekil 1’deki 6 etmen ve 7 kenarlı ağı ele alalım. Tanım
1 ve Tanım 2’deki birincil ve ikincil katman alt çizge tanımları
kullanılarak etmen kümeleri Vp,1 = {ν1, ν2}, Vp,2 = {ν3},
Vs,1 = {ν4, ν5}, Vs,2 = {ν6} olarak belirlenir. Burada Vp,1

ve Vp,2 birincil katman alt çizgelerinin etmen kümeleri; Vs,1

ve Vs,2 ikincil katman alt çizgelerinin etmen kümleridir. Her
birincil katman alt çizgesi (Gp,1,Gp,2) kapsayan ağaç içerir ve
dışarıdan herhangi bir bilgi almaz. Diğer yandan, her ikincil
katman alt çizgesi (Gs,1,Gs,2) kapsayan ağaç içerir, kök etmeni
çizge dışından en az iki farklı çizgedeki iki etmenden bilgi alır
ve diğer etmenleri çizge dışından herhangi bir bilgi almaz.

Şekil 1: 6 etmen ve 7 kenar içeren yönlü bir ağ.

3. Problem Formülasyonu
Bu bölümde, doğrusal olmayan dinamiklere sahip çok etmenli
sistemlerde küme onaylaşım algoritması ve bu algoritmanın ya-
kınsama koşulları incelenecektir. Her νi etmeni aşağıdaki gibi
doğrusal olmayan bir sistem dinamiğine sahiptir:

ẋi(t) = fi(x(t)), i = 1, . . . , n. (1)

Burada xi(t), νi etmeninin durumu, fi(x(t)) ise Lipschitz sü-
rekli doğrusal olmayan bir fonksiyondur ve aşağıdaki gibi ta-
nımlanmıştır:

fi(x(t)) =
∑

νi∈Ni

aij [h(xj(t))− h(xi(t))] (2)

Burada h(·) fonksiyonu doğrusal olmayan tek fonksiyondur.
(h(−x) = −h(x)). Bu fonksiyonun aşağıdaki varsayımı sağ-
ladığı kabul edilmiştir:

Varsayım 1. h(x(t)) doğrusal olmayan fonksiyonunun aşağı-
daki özellikleri sağladığı varsayılmıştır:

• x ̸= x∗ için (h(x)− h(x∗))(x− x∗) > 0

• h(0) = 0

• |x− x∗| → ∞ için
x∫

x∗
h(τ)− h(x∗)dτ → ∞



Sistem dinamikleri aşağıdaki formda tekrar yazılabilir:

ẋi(t) = −
∑

νi∈Ni

lijh(xj(t)), i = 1, . . . , n. (3)

Burada lij , L Laplace matrisinin elemanıdır ve aşağıdaki gibi
tanımlanır:

lij =


n∑

k=1,k ̸=i

aik, eğer i = j

−aij , eğer i ̸= j.

Sistem (3) aşağıdaki gibi matris formunda tekrar yazılabilir:

ẋ(t) = −Lh̄(x(t)) (4)

Burada x(t) =
[
x1(t) . . . xn(t)

]T
ve h̄(x(t)) =[

h(x1(t)) . . . h(xn(t))
]T

. Birincil ve ikincil katman alt
çizge tanımları kullanılarak sistem (4) aşağıdaki gibi ifade edi-
lebilir: [

ẋp(t)

ẋs(t)

]
= −

[
Lp 0

Lsp Ls

] [
h̄(xp(t))

h̄(xs(t))

]
(5)

Burada xp(t) ve xs(t) sırasıyla birincil ve ikincil katman alt
çizgelerinin durum vektörleridir. Lp, Lsp ve Ls matrisleri aşa-
ğıdaki şekilde elde edilebilir:

Lp =

L1,1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · Llp,lp

 ,

Lsp =

Llp+1,1 · · · Llp+1,lp

...
. . .

...
Llp+ls,1 · · · Llp+ls,lp

 ,

Ls =

Llp+1,lp+1 · · · Llp+1,lp+ls

...
. . .

...
Llp+ls,lp+1 · · · Llp+ls,lp+ls


Lp, Lsp ve Ls matrislerinin yapısal özellikleri [5] numaralı re-
feranstaki makalede verilmiştir. Birincil ve ikincil katman dina-
mikleri ayrı olarak ele alınabilir. Bu bağlamda birincil katman
dinamikleri aşağıdaki gibidir:

ẋp,i(t) = −Li,ih̄(xp,i(t)), i = 1, . . . , lp (6)

Burada xp,i(t), i’ninci birincil katman alt çizgesinin durum
vektörüdür. Her birincil katman alt çizgesi birbirinden bağım-
sız olduğu ve kapsayan ağaç içerdiği için [9] numaralı referans-
taki Kuram 2 ışığında birincil katman dinamikleri lp adet ayrık
kümeye yakınsar.

İkincil katman alt çizge dinamikleri ise aşağıdaki gibi ifade
edilebilir:

ẋs(t) = −Lsh̄(xs(t))− Lsph̄(xp(t)) (7)

Birincil katman alt çizge dinamiklerinden h̄(xp(t)) fonksiyonu-
nun bazı değerlere yakınsadığını biliyoruz. İkincil katman dina-
miklerinin otonom kısmı aşağıdaki gibidir:

ẋs(t) = −Lsh̄(xs(t)) (8)

Eğer yukarıdaki denklemin asimptotik kararlı olduğu gösterile-
bilirse, ikincil katman dinamiklerinin denge noktası bulunabilir.
Ls matrisi bir tekil olmayan M matrisi olduğu için aşağıdaki
gibi bir positif diyagonal D = [dii] matrisi mevcuttur:

DLs + LT
s D > 0 (9)

Bu bağlamda aşağıdaki gibi bir Lyapunov fonksiyonunu ele ala-
lım:

V (x(t)) =
∑
i

dii

xi(t)∫
0

h̄(y)dy (10)

Varsayım 1’den
xi(t)∫
0

h̄(y)dy ifadesinin radyal olarak sınırsız

olduğu ve V (x(t)) ifadesinin x(t) ̸= 0 için V (x(t)) > 0

ve x(t) = 0 için V (x(t)) = 0 olduğu kolaylıkla bulunabilir.
V (x(t)) fonksiyonunu türevi aşağıdaki gibidir:

V̇ (x(t)) =
∑
i

diih̄(xi(t))ẋi(t)

=h̄(xs(t))Dẋs(t)

=− h̄(xs(t))
TDLsh̄(xs(t))

=− 1

2
h̄(xs(t))

TDLsh̄(xs(t))

− 1

2
h̄(xs(t))

TLT
s Dh̄(xs(t))

=− 1

2
h̄(xs(t))(DLs + LT

s D)h̄(xs(t))

DLs + LT
s D > 0 olduğundan x(t) ̸= 0 için V̇ (x(t)) < 0

ifadesi sağlanır. Bu yüzden otonom sistem (8) asimptotik olarak
kararlıdır.

İkincil katman dinamiklerinin denge noktası ẋs(t) = 0 çö-
zümü yapılarak aşağıdaki gibi bulunabilir:

h̄(x∗
s) = −L−1

s Lsph̄(x
∗
p) (11)

Burada x∗
p ve x∗

s , sırasıyla, birincil ve ikincil katman alt çiz-
gelerinin denge noktalarıdır. h̄(·) birebir bir fonksiyon olduğu
için [5] numaralı referanstaki Kuram 2.5 ışığında ikincil katman
dinamikleri ls adet ayrık kümeye yakınsar.

Verilen herhangi bir sistemin toplam küme sayısı lp + ls
olarak bulunur.

Yukarıdaki bilgiler ışığında aşağıdaki kuram elde edilebilir:

Kuram 1. Doğrusal olmayan bir h(x) fonksiyonu Varsayım
1’i sağlasın. Öyleyse, verilen herhangi çok etmenli bir sistem
(4) için toplam küme sayısı lp + ls adettir. Burada lp ve ls,
sırasıyla, birincil ve ikincil katman alt çizgelerinin sayısıdır.

4. Benzetim Çalışmaları
Bu bölümde, elde edilen sonucu doğrulamak için benzetim ça-
lışması yapılmıştır. Şekil 1’deki ağı tekrar ele alalım. Birincil
ve ikincil katman alt çizge tespit algoritmalarına göre bu ağda 2
adet birincil ve 2 adet ikincil katman alt çizgesi mevcuttur. Bu



ağ için aşağıdaki Laplacian sistem matrisi kullanılmıştır:

L =



1 −1 0 0 0 0

−2 2 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 −3 −1 4 0 0

0 0 0 −6 6 0

−4 0 0 0 −2 6


Varsayım 1’i sağlayan h(x) = x3 fonksiyonu, doğru-
sal olmayan fonksiyon olarak (2) numaralı dinamikte kul-
lanılmıştır. Durum vektörünün başlangıç değeri x(0) =[
−6 18 −11 2 −15 −7

]T
olarak alınmıştır. Bu di-

namikler ışığında, benzetim sonucu Şekil 2’deki gibi elde edil-
miştir. Buna göre birincil ve ikincil katman alt çizge tespit al-
goritmaları ile belirlenen kümeler aynı şekilde elde edilmiştir.
Kuram 1’deki sonuç böylece doğrulanmıştır.
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Şekil 2: h(x) = x3 için Şekil 1’de ağın benzetim sonucu.

5. Sonuçlar
Bu bildiride doğrusal olmayan onaylaşım algoritması kullanan
çok etmenli ağlarda küme onaylaşım problemi incelenmiştir.
Yönlü bir çizge ile modellenen sistemlerde küme onaylaşımını
sağlayan koşullar elde edilmiştir. Literatürdeki küme onaylaşım
problemi üzerine olan sonuçlar, kümelerin önceden belirlendiği
durumları baz alınarak elde edilmiştir. Bu bildirideki sonuçlar,
var olan sonuçları kapsamakla beraber kümelerin önceden be-
lirlenmediği durumları da içermektedir. Birincil ve ikincil kat-
man alt çizge konseptleri kullanılarak bu kümeler ve kümele-
rin elemanları belirlenip toplam küme sayısı hesaplanmakta-
dır. Elde edilen sonuç simülasyon çalışması ile desteklenmiş-
tir. Yapılması planlanan çalışmalar içinde farklı doğrusal olma-
yan onaylaşım algoritmalarını kullanan sistemlerin küme onay-
laşımı analizi bulunmaktadır.
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