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(")zetge

Bu c¢alisma dogrusal olmayan dinamiklere sahip cok et-
menli aglar i¢in kiime onaylagim problemini incelemektedir.
Yonlii bir ¢izge iizerinde gelisen bir sistem i¢in sistemin kiime
onaylagimini garanti edecek kararlilik kosullarini ortaya koy-
duk. Literatiirdeki kiime onaylagim problemi iizerine var olan
sonuglarin aksine, kiimeler ve onlarin elemanlar1 6nceden be-
lirlenmemigtir. Toplam kiime sayist ve her kiimenin elemanlart
altta yatan yonlii ¢izgenin birincil ve ikincil katman alt ¢izge-
lerinden acikca hesaplanmaktadir. Kuramsal sonug¢ niimerik bir
ornekle gosterilmistir.

Abstract

This paper investigates the cluster consensus problem for
multi-agent networks with nonlinear dynamics. For a system
evolving over a directed graph, we state the stability conditions
which ensure the system to converge cluster consensus. Cont-
rary to the existing results on the cluster consensus problem
in the literature, the clusters and their members are not pre-
determined. The total number of clusters and members of each
cluster are explicitly computed from the primary and secondary
layer subgraphs of the underlying directed graph. Theoretical
result is illustrated via a numerical example.

1. Giris

Cok etmenli aglarda onaylagim problemi; kontrol miihendis-
ligi, sosyal aglar, otonom robotlar gibi farkli calisma alanla-
rinda potansiyel uygulamalar1 sebebiyle bir¢ok aragtirmaci tara-
findan calisilmigtir [1-5]. Basit bir dilde, onaylasim, dagitik ag
ile modellenen sistemlerdeki tiim elemanlarin ortak bir degere,
duruma ya da yoriingeye yakinsamasidir. Kiime onaylasim ise
verilen sistemi olugturan elemanlarin birden fazla degerde ya da
durumda karar kilmasi olayidir. Literatiirde var olan bir¢ok ca-
lismada, kiime onaylagim problemi dogrusal dinamikli sistem-

ler i¢in ele alimmustir [6-8]. Halbuki, gercek diinyada caligan
bircok sistem dogrusal olmayan dinamiklerle modellenmisgtir.

Bu bildiride amacimiz dogrusal olmayan dinamiklere sa-
hip cok etmenli sistemlerde kiime onaylagim problemini ince-
lemektir. Konu ile ilgili literatiirdeki bazi ¢aligmalar asagidaki
gibi gozden gegirilmistir.

[9]°da c¢izge kurami, matris teorisi ve Lyapunov’un dog-
rudan yontemi kullanilarak dogrusal olmayan dinamiklere sa-
hip bir sistemin onaylagima ulagmasini garanti edecek yeterli
kosullar elde edilmistir. Fakat bu ¢alismada, kiime onaylagim
problemi ele alinmamistir. [10]’da yazarlar dogrusal olmayan
bir agin kiime onaylasim problemini yakinsama teorisi ve Lya-
punov fonksiyonlar1 kullanarak incelemislerdir. Elde edilen ye-
terli kogul sadece kiimelerin 6nceden belirlendigi sistemler i¢in
gecerlidir. [11]’de, icsel, dogrusal olmayan dinamiklere sahip
aglar igin sabit zamanl kiime takip problemi incelenmistir. Ya-
zarlar, her alt kiimedeki takipci etmenlerin kendi liderlerini ta-
kip etmesini garanti eden bir protokol onermislerdir. [12]’de,
dogrusal olmayan protokoller vasitasiyla haberlesen igbirlik¢i-
rekabetci etkilesimli etmenlerin oldugu sistemlerde kiime onay-
lagim problemi incelenmistir. Lyapunov metodu kullanarak, ya-
zarlar kiime onaylagiminin ancak ve ancak kiimelerdeki etmen-
lerin ayn1 etkilesim 6zelliklerine sahip olmast ile miimkiin ola-
cagini ispatlamiglardir.

Bu ¢alismada, dogrusal olmayan dinamiklere sahip sistem-
ler i¢in kiime onaylagim problemi ve 6zellikleri incelenmistir.
Literatiirde var olan ¢aligmalarin aksine, kiimeler 6nceden be-
lirlenmeden kiime onaylasimini garanti eden kosullar ortaya ko-
nulmugtur. Problemin analizinde, bazi sonuglar literatiirde var
olan calismalar kullanilarak tiiretilmistir. Bu bildiride ele alinan
caligmalar agagidaki gibi 6zetlenebilir:

1) Dogrusal olmayan dinamiklere sahip sistemler i¢in kiime
onaylasim problemi gézden gecirilmistir.

2) Bu sistemler i¢in kiime sayisi ve kiime elemanlar1 birin-
cil ve ikincil katman alt ¢izge kavramlar1 kullanilarak he-
saplanmistir.

3) Kiime onaylagimini garanti edecek kararlilik kosullart
elde edilmistir.



Bildirinin geri kalan1 su sekilde diizenlenmistir. Boliim 2’de
cizge kuramu ile ilgili temel bilgiler verilmis ve birincil/ikincil
katman alt ¢izge tanimlar1 gézden gecirilmistir. Bolim 3’te dog-
rusal olmayan dagitik onaylagim algoritmasi verilmis ve kiime
onaylasimi i¢in kararlilik kosullart elde edilmigtir. Bolim 4’te
elde edilen sonucu dogrulamak i¢in benzetim calismalarina yer
verilmistir. Son olarak, Boliim 5’te bildiri ile ilgili sonuglar ve
gelecekteki aragtirma konular1 yer almaktadir.

2. Cizge Kuram

n etmenden olugan bir agda etmenler arasindaki baglantilar
yonli bir ¢izge G = {V,E} ile modellenir. Burada V =
{v1,...,vn} etmenler kiimesini, £ C V x V kenarlar kiimesini
ifade eder. Yonlii bir kenar (v;,v;), v; etmeninden v; etme-
nine dogru olan bilgi akisin1 gosterir. Bitisiklik matrisi .4 yonlii
kenarlarin agirliklarini igeren bir matristir. Bu matrisin eleman-
larinin (a;;) asagidaki kogulu sagladigi varsayilmistir:

>0, eger(vj,v;)€E
Ai5 =
! =0, eger(v;,v;)¢E.

v; etmeninin komguluk kiimesi, v; etmenine bitigsik olan et-
menleri iceren kiimedir ve N; = {v; : (vj,v;) € &} ile
ifade edilir. iki etmen arasindaki yonlii yol, etmenleri birbi-
rine baglayan yonlii kenar sekanslari ile ifade edilir. Ornegin,
v; etmeninden v; etmenine dogru yonlii bir yol varsa, bu yol
(Vk1 s l/kQ), (I/)C27 ng), ey (I/km71 , l/km), ]C1 = j, km =qile
ifade edilir. Yonlii bir ¢izgede, tiim etmenlere giden yonlii yola
sahip olan bir etmen varsa, o ¢izge kapsayan agag igerir ve o
etmen kok etmendir.

Kiime onaylagim probleminin analizinde, kiime sayilarini
belirlemek i¢in birincil ve ikincil katman alt ¢izge konseptleri
kullanilmistir. Bu alt ¢izgelerin tanimlar agagida verilmigtir:

Tamm 1. [13] (Birincil Katman Alt Cizgesi) Verilen bir G =
(V, &) yonlii ¢izgesinde, 1, adet benzersiz Gpi = (Vp,i, Ep,i),
i=1,...,1lp, alt ¢izgesi vardir ki asagidaki kosullart saglar:

* Her alt cizgenin etmen kiimesi Vp i, 1 = 1,...,l,, miim-
kiin olan en fazla etmen sayisina sahiptir ve kapsayan
agag icerir.

* Bir alt ¢izgedeki etmenler (Vp,;) bulundugu alt ¢izge di-
sindan (V \ Vp;) bilgi alamaz.

Tamm 2. [13] (Ikincil Katman Alt Cizgesi) Birincil katman
alt gizgelerinde bulunmayan etmenlerin olusturdugu kiime V =
)Z\ Uéil Vp,i olsun. V kiimesinde s adet benzersiz Gs; =
(Vs,jyEs,5), 3 = 1,...,1s, alt ¢izgesi vardir ki asagidaki ko-
sullart saglar:

e Her alt cizge, Gs,5, j = 1,...,ls, kapsayan agag icerir.

* Bir alt ¢izgenin kok etmeni, ¢izge disindan en az iki farklh
cizgedeki iki etmenden bilgi alir.

* Bir alt cizgedeki kok etmen digindaki diger tiim etmenler
bulunduklar alt ¢izge disindan bilgi alamaz.

Birincil ve ikincil katman alt ¢izgelerinin belirlenmesi gos-
termek i¢in agagidaki 6rnek verilmisgtir:

Ornek 1. Sekil 1'deki 6 etmen ve 7 kenarli agi ele alalum. Tanum
1 ve Tamim 2’deki birincil ve ikincil katman alt ¢izge tanimlart
kullamilarak etmen kiimeleri Vp1 = {v1,v2}, Vp2 = {vs},
Vo1 = {va,vs5}, Vs,2 = {vs} olarak belirlenir. Burada Vp 1
ve Vp.o birincil katman alt ¢izgelerinin etmen kiimeleri; Vs 1
ve Vs o ikincil katman alt cizgelerinin etmen kiimleridir. Her
birincil katman alt ¢izgesi (Gp,1,Gp,2) kapsayan agag icerir ve
disaridan herhangi bir bilgi almaz. Diger yandan, her ikincil
katman alt ¢izgesi (Gs,1,Gs,2) kapsayan agag igerir, kok etmeni
cizge disindan en az iki farkl cizgedeki iki etmenden bilgi alir
ve diger etmenleri ¢izge disindan herhangi bir bilgi almaz.

Sekil 1: 6 etmen ve 7 kenar iceren yonlii bir ag.

3. Problem Formiilasyonu

Bu boliimde, dogrusal olmayan dinamiklere sahip ¢ok etmenli
sistemlerde kiime onaylasim algoritmasi ve bu algoritmanin ya-
kinsama kosullar1 incelenecektir. Her v; etmeni asagidaki gibi
dogrusal olmayan bir sistem dinamigine sahiptir:

ii(t) = fi(z(t), i=1,...,n. (1

Burada x;(t), v; etmeninin durumu, f;(z(t)) ise Lipschitz sii-
rekli dogrusal olmayan bir fonksiyondur ve asagidaki gibi ta-
nimlanmugtir:

fix() = Y aij [h(z;(¢) = h(zi(1))] @

v, EN;

Burada h(-) fonksiyonu dogrusal olmayan tek fonksiyondur.
(h(—z) = —h(z)). Bu fonksiyonun agagidaki varsayimi sag-
ladig1 kabul edilmigtir:

Varsaymm 1. h(z(t)) dogrusal olmayan fonksiyonunun asagi-
daki ozellikleri sagladigi varsaylmigtir:

o x # x" igin (h(z) — h(z™))(x —z") >0

< h(0)=0

e |z — 2| = coigin [ h(T) — h(z*)dr — o0

*



Sistem dinamikleri asagidaki formda tekrar yazilabilir:

= > (b)), i=1,...,n. A3)
v €N

Burada [;;, L Laplace matrisinin elemanidir ve asagidaki gibi
tanimlanir:
> aik, eferi=7j
l; § = { k=1,k#i
—aij, egeri # j.
Sistem (3) asagidaki gibi matris formunda tekrar yazilabilir:

&(t) = —Lh(x(t)) (©)

Burada z(t) = [z1(t) za(®)]" ve h(z(t) =
[h(21(t)) h(zn (t))]T Birincil ve ikincil katman alt
cizge tanimlar1 kullanilarak sistem (4) asagidaki gibi ifade edi-

lebilir:
] A o R

Burada z,(t) ve xs(t) sirasiyla birincil ve ikincil katman alt
cizgelerinin durum vektorleridir. L, Ls, ve Ls matrisleri asa-
gidaki sekilde elde edilebilir:

L1,1 0
L, = : . : s
0 - Ly,

Li,+11 -+ Liyt1,
Lsp = . . 3

L4101 Li,ti,.1,
Li,+1,0,+1 Liy41,0p+1s

L.— . .

Liytig,i,+1 Liytig,0,+1,

Ly, Lsp ve L, matrislerinin yapisal 6zellikleri [5] numarali re-
feranstaki makalede verilmigtir. Birincil ve ikincil katman dina-
mikleri ayr olarak ele alinabilir. Bu baglamda birincil katman
dinamikleri asagidaki gibidir:

ip,i(t) = —Liih(zpi(t)), i=1,...,0 (6)

Burada x,;(¢), ¢ ninci birincil katman alt ¢izgesinin durum
vektoriidiir. Her birincil katman alt ¢izgesi birbirinden bagim-
s1z oldugu ve kapsayan aga¢ icerdigi icin [9] numarali referans-
taki Kuram 2 1g181nda birincil katman dinamikleri /,, adet ayrik
kiimeye yakinsar.

Ikincil katman alt ¢izge dinamikleri ise asagidaki gibi ifade
edilebilir:

@s(t) = —Lsh(ws(t)) — Loph(zp(t)) ™

Birincil katman alt cizge dinamiklerinden A (z,(t)) fonksiyonu-
nun bazi degerlere yakinsadigim biliyoruz. Ikincil katman dina-
miklerinin otonom kismi asagidaki gibidir:

&s(t) = —Lsh(zs(t)) (8)

Eger yukaridaki denklemin asimptotik kararli oldugu gosterile-
bilirse, ikincil katman dinamiklerinin denge noktasi bulunabilir.
L matrisi bir tekil olmayan M matrisi oldugu i¢in asagidaki
gibi bir positif diyagonal D = [d;;] matrisi mevcuttur:

DL, +LTD >0 )

Bu baglamda asagidaki gibi bir Lyapunov fonksiyonunu ele ala-
Im:
@;(t)

)= di / h(y)dy (10)
i 0
zi(t)
Varsayim 1’den f h(y)dy ifadesinin radyal olarak sinirsiz
0

oldugu ve V(z(t)) ifadesinin z(¢t) # 0 i¢in V(z(¢t)) > 0
ve z(t) = 0 icin V(z(t)) = 0 oldugu kolaylikla bulunabilir.
V (z(t)) fonksiyonunu tiirevi agagidaki gibidir:

= Z diih l’z(t))mz (t)

( ) Dis(t)
(1) DLh(z4 (1))
h(s(1)" DLsh(z4(t))

s(t
(x

—h
1
2
%f’z(zs(t))TLSDB(xs(t))
1
2

= — Sh(zs(t))(DLs + L7 D)h(a(t))

DL, + LTD > 0 oldugundan z(¢) # 0 i¢in V (z:(t)) < 0
ifadesi saglanir. Bu yiizden otonom sistem (8) asimptotik olarak
kararhdir.

Ikincil katman dinamiklerinin denge noktasi i (t) = 0 ¢6-
ziimii yapilarak asagidaki gibi bulunabilir:

Burada x;, ve x3, sirasiyla, birincil ve ikincil katman alt ¢iz-
gelerinin denge noktalaridir. h(-) birebir bir fonksiyon oldugu
icin [5] numarali referanstaki Kuram 2.5 15181nda ikincil katman
dinamikleri [, adet ayrik kiimeye yakinsar.

Verilen herhangi bir sistemin toplam kiime sayist [, + [
olarak bulunur.

Yukaridaki bilgiler 15181nda asagidaki kuram elde edilebilir:

Kuram 1. Dogrusal olmayan bir h(x) fonksiyonu Varsayum
1’i saglasin. Oyleyse, verilen herhangi cok etmenli bir sistem
(4) igin toplam kiime sayisi l, + ls adettir. Burada l, ve I,
swrastyla, birincil ve ikincil katman alt ¢izgelerinin sayisidir.

4. Benzetim Calismalar

Bu boliimde, elde edilen sonucu dogrulamak icin benzetim ca-
ligsmast yapilmigstir. Sekil 1°deki ag1 tekrar ele alalim. Birincil
ve ikincil katman alt ¢izge tespit algoritmalarina gore bu agda 2
adet birincil ve 2 adet ikincil katman alt ¢izgesi mevcuttur. Bu



ag icin asagidaki Laplacian sistem matrisi kullanilmistir:

1 -1 0 0 0 0
—2 2 0 0
0 0 0 0
0 -3 -1 4
0 0 0 —6
—4 0 0 0 -2 6

L=

SO O O
o O O O

Varsayim 1’i saglayan h(z) = z* fonksiyonu, dogru-
sal olmayan fonksiyon olarak (2) numarali dinamikte kul-
lanilmigtir. Durum  vektoriiniin  baglangic degeri x(0) =
[76 18 —-11 2 -15 77]T olarak alinmistir. Bu di-
namikler 15181nda, benzetim sonucu Sekil 2’deki gibi elde edil-
mistir. Buna gore birincil ve ikincil katman alt ¢izge tespit al-
goritmalari ile belirlenen kiimeler aym sekilde elde edilmistir.
Kuram 1°deki sonug boylece dogrulanmustir.

20 : T
xi(t) x3(t) ——x5(t)
xo(t) ——xu(t) x6(t)

15

Durum Degeri

15 L L L L L L L
0

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
Zaman (sn)

Sekil 2: h(z) = = icin Sekil 1°de agin benzetim sonucu.

S. Sonuclar

Bu bildiride dogrusal olmayan onaylagim algoritmasi kullanan
cok etmenli aglarda kiime onaylasim problemi incelenmistir.
Yonlii bir ¢izge ile modellenen sistemlerde kiime onaylagimini
saglayan kosullar elde edilmigtir. Literatiirdeki kiime onaylasim
problemi iizerine olan sonuglar, kiimelerin dnceden belirlendigi
durumlar1 baz alinarak elde edilmistir. Bu bildirideki sonuclar,
var olan sonuclar1 kapsamakla beraber kiimelerin 6nceden be-
lirlenmedigi durumlar1 da igermektedir. Birincil ve ikincil kat-
man alt ¢izge konseptleri kullanilarak bu kiimeler ve kiimele-
rin elemanlar1 belirlenip toplam kiime sayis1 hesaplanmakta-
dir. Elde edilen sonug¢ simiilasyon ¢aligmasi ile desteklenmis-
tir. Yapilmasi planlanan ¢aligmalar icinde farkli dogrusal olma-
yan onaylagim algoritmalarini kullanan sistemlerin kiime onay-
lagimui analizi bulunmaktadir.
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