
Yerel Olmayan Sınır Koşulları Altında Isı Denklemi için Sınırda Sıfır Kontrol
Edilebilirlik Problemi
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Özetçe
Bu çalışmada ısı denklemi için yerel olmayan sınır koşul-

ları altında sınırda kontrol edilebilir problemi ele alınmıştır. Sı-
nırda sıfır kontrol edilebilirlik problemi, sistemin spektral özel-
likleri ve kontrol edilebilirlik ile gözlenebilirlik arasındaki du-
alite özellikleri kullanılarak moment problemine indirgenerek
çözülmüştür. Moment yöntemi genel olarak öz eşlenik prob-
lemlerde kullanılmakta olup bu çalışma öz eşlenik olmayan du-
rumda moment yöntemi ile probleme çözüm sunmaktadır.

Abstract
In this study, the problem of null boundary controllability

for the heat equation with nonlocal boundary conditions is add-
ressed. The null boundary controllability problem is reduced to
a moment problem using the spectral properties of the system
and the duality properties between controllability and observa-
bility. While the moment method is commonly employed for
self-adjoint problems, this study provides a solution to the prob-
lem using the moment method in the case of non-self-adjoint
situations.

1. Giriş
Sınırda sıfır kontrol edilebilirlik problemi, mevcut literatürde
geniş bir şekilde araştırılan bir konu olup birçok araştırmacı
tarafından ele alınmıştır ([1], [2], [3], [4], [5]). Bir boyutlu ve
doğrusal bir model olmasına rağmen, ısı denklemi için de sı-
nırda sıfır kontrol edilebilirlik problemi literatürde oldukça çalı-
şılmıştır ([6], [7], [8] ,[9], [10], [11], [12]). Sentetik biyolojiden
([13]), robotiğe ([14]) birçok alanda uygulamaya sahip ([15])
olan kontrol problemleri genel olarak klasik sınır koşulları (Di-
richlet, Neumann ve Robin) altında ele alınmaktadır. Ancak,
klasik sınır koşulları oluşan doğal olay ve proseslerin matema-
tiksel modellenmesinde her zaman yeterli olmamaktadır. Yerel
olmayan sınır koşulları, kimyasal, fiziksel ve biyolojik birçok
sistemin matematiksel modellenmesinde doğal olarak ortaya çı-
kan sınır koşullarından biri olup literatürde ele alınan klasik ko-
şullardan farklı olarak özeşlenik değildir.

Bildiğimiz kadarıyla, literatürde yerel olmayan sınır koşul-
ları altında ısı denklemleri ([18]) ile ilgili çalışmalar mevcut ol-
masına rağmen, yerel olmayan sınır koşullarına sahip sistem-
lerin kontrol edilebilirliğine bakılmamıştır. Dolayısıyla, gerçek

sistemlerin matematiksel modellenmesi ile doğal olarak ortaya
çıkan ve literatürde ele alınmamış yerel olmayan sınır koşulla-
rına sahip ısı denklemi için aşağıda verilen sınırda sıfır kontrol
edilebilirlik problemi ele alınacaktır:

ut = uxx, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ T

u(1, t) = f(t), 0 ≤ t ≤ T,

ux(1, t)− ux(0, t)− αu(0, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T,

u(x, 0) = u0(x), 0 ≤ x ≤ 1.

(1)

Burada α < 0 keyfi reel sabit ve u0(x), L2(0, 1)’de, ve f(t),

L2(0, T )’de fonsiyonlardır. Ele alınan problemde α’nın sıfıra
eşit ve sıfırdan farklı olduğu durumlar için sistemin spektral
analizi oldukça farklı olduğundan bu problemlerin ayrı ayrı ele
alınması gerekmektedir. Fiziksel olarak, sınırda yalıtılmış (in-
sulated) durumu modelleyen α = 0 durumunu içeren sınırda
sıfır kontrol edilebilirlik problemi [19]’da ele alınmış olup bu
durumu kapsayan genel bir teori mevcut olmadığından öz fonk-
siyonlar ve genelleştirilmiş öz fonksiyonların açık şekilde he-
saplanması ([15]) ve bu sistemin Riezs bazı oluşturması Bari
teoremi (Bkz:[16], Teorem 2.1) kullanılarak doğrudan gösteril-
miştir.

Bu çalışmada ise, cismin olayın meydana geldiği fiziksel or-
tamla alış-verişte olması durumunu modelleyen, α ̸= 0 durumu
ele alınacak olup bu durumda öz fonksiyonlar için açık bir te-
ori mevcuttur ([17]). Ancak, bu durum için öz değerler ve öz
fonksiyonların transandantal bir denklemin çözümü olması ve
burada asimtotlar üzerinden çalışmaya ihtiyaç duyulması prob-
lemin çözümünde bir zorluk yaratmaktadır. Ele alınacak bu sis-
temin iyi tanımlılığı [17]’de gösterilmiştir.

Bu çalışmada, verilen (1) sisteminin sınırda sıfır kontrol
edilebilirlik problemi yerel sınır koşulları altında ele alınacak
olup problemin çözümünde bir boyutlu sistemlerde etkin bir
yöntem olan moment yöntemi kullanılacaktır, [6]. Çalışmanın
2. bölümünde ön sonuçlar sunulacaktır. 3. bölümde ise sistemin
spektral özellikleri verilip son bölümde bu özellikler vasıtasıyla
sınırda sıfır kontrol edilebilirlik problemi moment problemine
indirgenerek problemin çözümü elde edilecektir.

2. Ön Sonuçlar
Öncelikle, sınırda sıfır kontrol edilebilirliği tanımlayalım.

Tanım 1 Verilen her u0(x) ∈ L2(0, 1) başlangıç fonksiyonu
ve (0, 1)’daki her x için u(x, T ) = 0 denklemini sağlayan sı-



nırda verilmiş bir f(t) ∈ L2(0, T ) kontrolü varsa, (1) sistemi
T > 0 anında sınırda sıfır kontrol edilebilirdir, denir.

Aşağıdaki yardımcı teorem, sınırda sıfır kontrol edilebilirlik
problemini dualite özelliklerini kullanarak dual sistemin çö-
zümü cinsinden ifade edebilmemize imkan vermektedir.

Yardımcı Teorem 1 (1) sisteminin T > 0 anında sınırda sı-
fır kontrol edilebilir olması için gerek ve yeter şart her u0 ∈
L2(0, 1) başlangıç koşulu için bir f(t) ∈ L2(0, T ) kontrolü
vardır öyle ki,∫ 1

0

u0(x)φ(x, 0)dx =

∫ T

0

f(t)φx(1, t)dt (2)

denklemini her φ0 ∈ L2(0, 1) için sağlar. Burada φ(x, t) aşa-
ğıdaki dual sistemin çözümüdür.

φt + φxx = 0, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ T,

φ(1, t)− φ(0, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T,

φx(0, t) + αφ(0, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T,

φ(x, T ) = φ0(x), 0 ≤ x ≤ 1.

(3)

İspat: f(t), L2(0, T )’de keyfi bir fonksiyon, u(x, t) verilen (1)
sisteminin ve φ(x, t) ise (3) sisteminin çözümleri olsun. (1)
denklemini φ(x, t) ile çarpıp verilen bölge üzerinde integral-
leyip kısmı integrasyon uygularsak,

∫ 1

0

u(x, T )φ0(x)dx−
∫ 1

0

u0(x)φ(x, 0)dx

+

∫ T

0

f(t)φx(1, t)dt = 0.
(4)

elde edilir. Bu denklemde (2) eşitliğini yerine yazarsak tüm
φ0(x) ’ler için

∫ 1

0
u(x, T )φ0(x)dx = 0 elde edilir ve bundan

dolayı u(x, T ) = 0 olur. Tersine, (1) sistemi kontrol edilebilir
olsun yani u(x, T ) = 0 . Bu eşitliği (4) denkleminde göz önüne
alırsak (2) elde edilir.

Verilen (1) sisteminin sınırda sıfır kontrol edilebilirliğinin
gösterilebilmesi için (3) sisteminin çözümünün bulunması ge-
rekmektedir. Bu nedenle (3) sisteminin yardımcı spektral prob-
lemi bir sonraki bölümde ele alınacak olup buradaki bilgiler
[17]’den alınmıştır.

3. Yardımcı spektral problemler
(3) sisteminin çözümünü bulmak için değişkenlerin ayrılması
yöntemini kullanacağız. Eğer φ(x, t) = X(x)T (t) dersek

X′′ + λX = 0

X′(0) + αX(0) = 0

X(1) = X(0)

(5)

yardımcı spektral problemi elde edilir. Bu problemin öz değer-
leri λn, n = 0, 1, . . . olmak üzere,

λ2n = (2nπ)2, n = 1, 2, . . .

λ2n−1 = (µn)
2 , n = 1, 2, . . .

λ0 =

{
µ2
0, α < 0

−s20, α > 0

şeklindedir. Burada α < 0 durumu ele alınacak olup µn’ler

µ(1− cosµ) + α sinµ = 0 (6)

denkleminin pozitif monoton artan çözümleridir ve µn =

2nπ + O(1) ∈ (2nπ, 2nπ + π), n = 0, 1, 2, . . . sağlanır. Sis-
temin öz fonksiyonları ise aşağıdaki şekildedir.

X2n(x) = cos(2πnx)− α

2πn
sin(2πnx), n = 1, 2, . . .

X2n−1(x) = cos (µnx)−
α

µn
sin (µnx) , n = 1, 2, . . . ,

X0(x) = cos (µ0x)−
α

µ0
sin (µ0x)

(7)
(5)’in duali aşağıdaki şekildedir.

{
Y′′(x) + λY(x) = 0, 0 ≤ x ≤ 1,

Y(1) = 0, Y′(1)−Y′(0)− αY(0) = 0.
(8)

Bu problemin özdeğerleri de (5) probleminin özdeğerleri ile
aynı olup özfonksiyonları aşağıdaki forma sahiptir.

Y2n(x) =
−4nπ

α
sin(2nπx), n = 1, 2, . . .

Y2n−1(x) =
2µn

[(
µ2
n − α2

)
sin (µnx) + 2αµn cos (µnx)

]
α (µ2

n + α2 − 2α)
, n = 1, 2, . . .

Y0(x) =
2µ0

[(
µ2
0 − α2

)
sin (µ0x) + 2αµ0 cos (µ0x)

]
α (µ2

0 + α2 − 2α)
.

(9)
Ayrıca, bu özfonksiyon aileleri için aşağıdaki yardımcı teorem
doğrudur [17].

Yardımcı Teorem 2 (7) ve (9) sistemleri [0, 1] aralığında bior-
togonal fonksiyonlar sistemi olşturur yani pozitif olmayan tüm
i ve j tamsayıları için

∫ 1

0

XiYj = δij =

{
1, i = j

0, i ̸= j

sağlanır.

(5)’de verilen sınır koşullarını sağlayan herhangi bir fonksiyon
[20]’de verilen Teorem 5.3 gereği (7)’da verilen özfonksiyon-
lar kullanılarak düzgün yakınsak bir seriye açılabilir. Ayrıca,
{Xn(x)}∞n=0, dizisi L2[0, 1]’de bir bazdır (Bkz: [21]).

Buna göre (3) sisteminin çözümü seri toplamı olarak aşağı-
daki şekilde ifade edilebilir:

φ(x, t) = e−µ2
0(T−t)β0X0 +

∞∑
n=1

e−(2nπ)2(T−t)β2nX2n

+e−µ2
n(T−t)β2n−1X2n−1.

(10)

Burada, βn = (φ(x, T ),Yn) , n = 0, 1, 2, . . . olup çözü-
mün varlığı ve tekliği [17]’de gösterilmiştir. Şimdi bu çalışma-
nın ana teoremini verebiliriz.



4. Sınırda sıfır kontrol edilebilirlik
Teorem 3 Verilen (1) sisteminin T > 0 anında sınırda sıfır
kontrol edilebilir olması için gerek ve yeter şart

u0(x) = η0Y0 +

∞∑
n=1

η2n−1Y2n−1 + η2nY2n,

seri açılımına sahip herhangi bir u0 ∈ L2(0, 1) başlangıç ko-
şulu için∫ T

0

v(t)e−µ2
0tdt =

η0e
−µ2

0T

−α∫ T

0

v(t)e−(2nπ)2tdt =
η2ne

−(2nπ)2T

−α
n = 1, 2, · · ·∫ T

0

v(t)e−µ2
ntdt =

η2n−1e
−µ2

nT

−α
n = 1, 2, · · ·

(11)

denklemlerini sağlayan bir v(t) ∈ L2(0, T ) kontrol fonksiyonu
bulunmasıdır. Burada ηn = (u0(x),Xn), n = 0, 1, . . . şek-
linde tanımlıdır.

İspat: Yardımcı Teorem 1’den (1) sisteminin sınırda sıfır kontrol
edilebilir olması için gerek ve yeter şart (2) denklemini sağla-
masıdır. Bu denklemde φ(x, t)ve u0(x) değerlerini yerine ya-
zarsak

e−µ2
0Tβ0η0 +

∞∑
n=1

[e−(2nπ)2Tβ2nη2n + e−µ2
nTβ2n−1η2n−1]

=

∫ T

0

f(t)

[
e−µ2

0(T−t)β0(−µ0 sinµ0 − α cosµ0)

+

∞∑
n=1

[e−(2nπ)2(T−t)β2n(−α)

+ e−µ2
n(T−t)β2n−1(−µn sinµn − α cosµn)]

]
dt

(12)

elde edilir. (7) ve (9) fonksiyonlar sistemi L2(0, 1)’de bior-
tonormal fonksiyonlar olduğundan (2) eşitliği ancak ve ancak
φ(x, T ) = Xm(x),m = 0, 1, .. seçersek sağlanır. Buradan,
βn = (φ(x, T ),Yn) = (Xm(x),Yn) = δn,m n,m =

0, 1, 2, . . . olur. Bunu (12) denkleminde yerine yazarsak

∫ T

0

f(t)e−µ2
0(T−t)(−µ0 sinµ0 − α cosµ0)dt = η0e

−µ2
0T∫ T

0

f(t)e−(2nπ)2(T−t)(−α)dt = η2ne
−(2nπ)2T

∫ T

0

f(t)e−µ2
n(T−t)(−µn sinµn − α cosµn)dt = η2n−1e

−µ2
nT

n = 1, 2, · · ·

elde edilir. (6) eşitliği

−µn sinµn − α cosµn

n = 0, 1, . . . ifadesinde göz önüne alınır ve son integrallerde
T − t, t ile değiştirilip f(T − t) := v(t) şeklinde tanımlanırsa
ispat biter.

Teoremden görüldüğü üzere f(t) kontrol fonksiyonunu
bulmak için (11) denklemlerini sağlayan v(t) fonksiyonunu
bulmalıyız. Bu problem L2(0, T )’te Λ = {e−λmt}m≥0 aile-
sine göre moment problemi olarak adlandırılır. L2(0, T )’te Λ

kümesine biortogonal olan {Φn}n≥0 fonksiyonlarını oluştura-
bileceğimizi varsayalım. Öyle ki tüm m,n = 0, 1, 2 . . .’ler için∫ T

0

e−λmtΦn(t)dt = δm,n =

{
1, if n = m

0, if n ̸= m

sağlanır. Bu durumda

f(t) =
η0e

−µ2
0T

−α
Φ0(t)

+

∞∑
n=1

η2ne
−(2nπ)2T

−α
Φ2n(t)

+
∞∑

n=1

η2n−1e
−µ2

nT

−α
Φ2n−1(t)

(13)

seçersek (11) denklemlerinin çözümü vardır. Çünkü Muntz’s
Teoremine göre (Bkz:[22] Teorem 2.4.1)∑

n≥0

1

λn
=

∑
n≥0

1

λn
< ∞ (14)

sağladığında biortogonal {Φn}n≥0 dizisi mevcuttur. Ayrıca,
f(t) fonksiyonu L2(0, T )’de yakınsaktır (Bkz: [6]).

5. Sonuçlar
Bu çalışmada, verilen sistemin yerel olmayan sınır koşulları al-
tında sınırda sıfır kontrol edilebilirlik problemi için gerek ve ye-
ter koşullar sunulmuştur. Yerel olmayan sınır koşulları altında
özeşlenik olmayan bu problem, kontrol edilebilirlik ve gözlene-
bilirlik arasındaki dualite ve sistemin spektral özellikleri kulla-
nılarak moment problemine indirgenerek çözülmüştür.
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