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Ozetce

Bu caligmada 1s1 denklemi icin yerel olmayan sinir kosul-
lar1 altinda sinirda kontrol edilebilir problemi ele alinmstir. S1-
nirda sifir kontrol edilebilirlik problemi, sistemin spektral 6zel-
likleri ve kontrol edilebilirlik ile gozlenebilirlik arasindaki du-
alite ozellikleri kullanilarak moment problemine indirgenerek
coziilmiistiir. Moment yontemi genel olarak 6z eglenik prob-
lemlerde kullanilmakta olup bu calisma 6z eslenik olmayan du-
rumda moment yontemi ile probleme ¢oztiim sunmaktadir.

Abstract

In this study, the problem of null boundary controllability
for the heat equation with nonlocal boundary conditions is add-
ressed. The null boundary controllability problem is reduced to
a moment problem using the spectral properties of the system
and the duality properties between controllability and observa-
bility. While the moment method is commonly employed for
self-adjoint problems, this study provides a solution to the prob-
lem using the moment method in the case of non-self-adjoint
situations.

1. Giris

Simirda sifir kontrol edilebilirlik problemi, mevcut literatiirde
genis bir sekilde arastirilan bir konu olup bir¢ok arastirmact
tarafindan ele alimmigstir ([1], [2], [3], [4], [5]). Bir boyutlu ve
dogrusal bir model olmasina ragmen, 1s1 denklemi i¢in de si-
nirda sifir kontrol edilebilirlik problemi literatiirde oldukga cali-
stlmastir ([6], [7], [8],[9], [10], [11], [12]). Sentetik biyolojiden
([13]), robotige ([14]) bir¢ok alanda uygulamaya sahip ([15])
olan kontrol problemleri genel olarak klasik sinir kosullar1 (Di-
richlet, Neumann ve Robin) altinda ele alinmaktadir. Ancak,
klasik sinir kogullar1 olugan dogal olay ve proseslerin matema-
tiksel modellenmesinde her zaman yeterli olmamaktadir. Yerel
olmayan sinir kosullari, kimyasal, fiziksel ve biyolojik bircok
sistemin matematiksel modellenmesinde dogal olarak ortaya ¢1-
kan sinir kosullarindan biri olup literatiirde ele alinan klasik ko-
sullardan farkli olarak 6zeslenik degildir.

Bildigimiz kadariyla, literatiirde yerel olmayan sinir kosul-
lar1 altinda 1s1 denklemleri ([18]) ile ilgili calismalar mevcut ol-
masina ragmen, yerel olmayan sinir kosullarina sahip sistem-
lerin kontrol edilebilirligine bakilmamustir. Dolayisiyla, gergek

sistemlerin matematiksel modellenmesi ile dogal olarak ortaya
cikan ve literatiirde ele alinmamig yerel olmayan sinir kosulla-
rina sahip 1s1 denklemi i¢in agagida verilen sinirda sifir kontrol
edilebilirlik problemi ele alinacaktir:

Ut = Uzax, OSxS]wOStST

u(l,t) = f(t), 0<t<T,

Uz (1,t) — uz(0,t) —au(0,t) =0, 0<t<T,

u(z,0) =u’(z), 0<z<1.

(€))

Burada o < 0 keyfi reel sabit ve u°(z), L2(0,1)’de, ve f(t),
L(0,T) de fonsiyonlardir. Ele alinan problemde a’nin sifira
esit ve sifirdan farkli oldugu durumlar icin sistemin spektral
analizi oldukg¢a farkli oldugundan bu problemlerin ayr1 ayr1 ele
alinmas1 gerekmektedir. Fiziksel olarak, simirda yalitilmig (in-
sulated) durumu modelleyen o = 0 durumunu iceren sinirda
sifir kontrol edilebilirlik problemi [19]’da ele alinmis olup bu
durumu kapsayan genel bir teori mevcut olmadigindan 6z fonk-
siyonlar ve genellestirilmis 6z fonksiyonlarin agik sekilde he-
saplanmasi1 ([15]) ve bu sistemin Riezs bazi olusturmasi Bari
teoremi (Bkz:[16], Teorem 2.1) kullanilarak dogrudan gosteril-
mistir.

Bu ¢aligmada ise, cismin olayin meydana geldigi fiziksel or-
tamla alig-veriste olmasi durumunu modelleyen, o # 0 durumu
ele alinacak olup bu durumda 6z fonksiyonlar i¢in agik bir te-
ori mevcuttur ([17]). Ancak, bu durum icin 6z degerler ve 6z
fonksiyonlarin transandantal bir denklemin ¢6ziimii olmas1 ve
burada asimtotlar iizerinden ¢aligmaya ihtiya¢ duyulmasi prob-
lemin ¢dziimiinde bir zorluk yaratmaktadir. Ele alinacak bu sis-
temin iyi tammmlilig1 [17]°de gosterilmisgtir.

Bu c¢alismada, verilen (1) sisteminin sinirda sifir kontrol
edilebilirlik problemi yerel sinir kogullari altinda ele alinacak
olup problemin ¢oziimiinde bir boyutlu sistemlerde etkin bir
yontem olan moment yontemi kullanilacaktir, [6]. Calismanin
2. boliimiinde 6n sonuglar sunulacaktir. 3. boliimde ise sistemin
spektral 6zellikleri verilip son boliimde bu 6zellikler vasitasiyla
siirda sifir kontrol edilebilirlik problemi moment problemine
indirgenerek problemin ¢oziimii elde edilecektir.

2. On Sonuclar

Oncelikle, simirda sifir kontrol edilebilirligi tamimlayalim.

Tamim 1 Verilen her uo(z) € L2(0,1) baslangi¢ fonksiyonu
ve (0,1)’daki her x icin u(x,T) = 0 denklemini saglayan si-



nirda verilmis bir f(t) € L2(0,T) kontrolii varsa, (1) sistemi
T > 0 aminda simirda sifir kontrol edilebilirdir, denir.

Asagidaki yardimci teorem, sinirda sifir kontrol edilebilirlik
problemini dualite 6zelliklerini kullanarak dual sistemin ¢o-
ziimii cinsinden ifade edebilmemize imkan vermektedir.

Yardimci Teorem 1 (1) sisteminin T > 0 anminda suirda si-
fir kontrol edilebilir olmast icin gerek ve yeter sart her u® €
L3(0,1) baslangig kosulu icin bir f(t) € L2(0,T) kontrolii
vardir oyle ki,

/0 u’ (2)p(x, 0)dz = /0 Ft)ex(1,t)dt @)

denklemini her p° € Lo (0,1) icin saglar. Burada p(z,t) asa-
gidaki dual sistemin ¢oziimiidiir.

Pttt pee =0, 0<2x<1,0<¢t<T,
‘P(lvt) _LP(Ovt) =0, 0<t<T,
0z(0,t) + ap(0,t) =0, 0<t<T,
0@, T) =¢%x), 0<z<1.

3

Ispat: f(t), L2(0, T)’de keyfi bir fonksiyon, u(z, t) verilen (1)
sisteminin ve (z,t) ise (3) sisteminin ¢oziimleri olsun. (1)
denklemini ¢(z,t) ile carpip verilen bolge iizerinde integral-
leyip kismi integrasyon uygularsak,

/ u(x,T)goO(w)dx—/ u’(z)p(z,0)dx
0 ) 0 @
+/0 F)p(1,t)dt = 0.

elde edilir. Bu denklemde (2) esitligini yerine yazarsak tiim
©°(z) ’ler igin fol u(z, T)¢®(x)dx = 0 elde edilir ve bundan
dolay1 u(x,T") = 0 olur. Tersine, (1) sistemi kontrol edilebilir
olsun yani u(x, T") = 0. Bu esitligi (4) denkleminde g6z oniine
alirsak (2) elde edilir.

Verilen (1) sisteminin sinirda sifir kontrol edilebilirliginin
gosterilebilmesi icin (3) sisteminin ¢oziimiiniin bulunmasi ge-
rekmektedir. Bu nedenle (3) sisteminin yardimei spektral prob-
lemi bir sonraki boliimde ele alinacak olup buradaki bilgiler
[17]’den alinmustir.

3. Yardimci spektral problemler

(3) sisteminin ¢oziimiinii bulmak i¢in degiskenlerin ayrilmasi
yontemini kullanacagiz. Eger p(z, t) = X(z)T'(t) dersek

X" +AX =0
X/(0) + aX(0) =0 ©)
X(1) = X(0)

yardimer spektral problemi elde edilir. Bu problemin 6z deger-
leri A\,,,» = 0,1,... olmak iizere,

seklindedir. Burada oo < 0 durumu ele alinacak olup yi,,’ler
w(l —cosp) +asing =0 (6)

denkleminin pozitif monoton artan c¢oziimleridir ve p, =
2nw + O(1) € (2nm,2nw + w),n = 0,1,2, ... saglanir. Sis-
temin 0z fonksiyonlar1 ise asagidaki sekildedir.

Xon(x) = cos(2mnz) — 2i sin(2mnz), n=1,2,...
™

Xon—1(z) = cos (unzx) — 2 sin (tnz), m=1,2,...,

n

Xo(z) = cos (nox) — % sin (pox)

(N
(5)’in duali agagidaki sekildedir.
Y'(x) +AY(z) =0, 0<a<l1, ®
Y(1) =0, Y'(1)-Y’'(0)—aY(0)=0.

Bu problemin 6zdegerleri de (5) probleminin 6zdegerleri ile
ayni olup 6zfonksiyonlar1 asagidaki forma sahiptir.

Yon(z) = —dnm sin(2n7z), n=1,2,...
b [(,ui — a2) sin (unx) + 20y, cos (,un:r)}
Yon-1(z) = 2 1 o2 _
a(ph +a? = 2a)
Yo(z) = 2410 [(ug — a”) sin (poz) + 2010 cos (pox)]
o a(ug +a® —2a) ‘
)

Ayrica, bu 6zfonksiyon aileleri i¢in agagidaki yardimei teorem
dogrudur [17].

Yardimer Teorem 2 (7) ve (9) sistemleri [0, 1] araliginda bior-
togonal fonksiyonlar sistemi olsturur yani pozitif olmayan tiim
i ve j tamsayuari i¢in

1 L i
/Xin=5ij= Y
0 07 Z#]

saglanir.

(5)’de verilen siur kosullarim1 saglayan herhangi bir fonksiyon
[20]’de verilen Teorem 5.3 geregi (7)’da verilen 6zfonksiyon-
lar kullanilarak diizgiin yakinsak bir seriye acilabilir. Ayrica,
{Xn(z)} o, dizisi L2]0, 1]’de bir bazdir (Bkz: [21]).

Buna gore (3) sisteminin ¢oziimii seri toplami olarak asagi-
daki sekilde ifade edilebilir:

oo
27— (a2 (T—
oz, t)=ce uo (T t>¢BOXO+Z€ (2nm)*(T t)ﬂZTLXQn
n=1
2
+e T8, 1 Xopo1.
(10)

Burada, 8, = (¢(z,T),Yn),n = 0,1,2,... olup ¢bzii-
miin varlig1 ve tekligi [17]’de gosterilmistir. Simdi bu caligma-
nin ana teoremini verebiliriz.

n=12...



4. Smrda sifir kontrol edilebilirlik

Teorem 3 Verilen (1) sisteminin T > 0 aminda simrda sifir
kontrol edilebilir olmasi igin gerek ve yeter sart

u’(z) = noYo + Z N2n—1Y2n—1 + N2nYon,
n=1

seri acithmina sahip herhangi bir u® € L2(0, 1) baslangi¢ ko-
sulu icin

T —pudT
2
/ o(t)e Bt = 1
0

—«
T —(2nm)?T
/ v(t)ef(gm)%dt =Dme n=1,2,
o _
T 24 Mon—reHaT
/ v(t)e Fridt = ———— n=1,2,
o -«

(11)

denklemlerini saglayan bir v(t) € L2(0,T) kontrol fonksiyonu
bulunmasidir. Burada n, = (u°(x),X,), n = 0,1,... sek-
linde tanimlidir.

Ispat: Yardimci Teorem 1°den (1) sisteminin simirda sifir kontrol
edilebilir olmasi icin gerek ve yeter sart (2) denklemini sagla-
masidir. Bu denklemde o(z, t)ve u®(z) degerlerini yerine ya-
zarsak

—_ 2 = —_ nw 2 —_ 2
e 0T Bomo + Z[e (2nm) T Bonton + e M”Tﬁznfmznfl]

n=1

T
— 2 f— .
/ f(t) {e #6070 By (— po sin pro — v cos pio)
0

© 2
+ 2[67(277,77) (Tft)ﬁgn(_a)
n=1

e TGy (i SN i — @ COS )] | dt
(12

elde edilir. (7) ve (9) fonksiyonlar sistemi L2(0,1)’de bior-
tonormal fonksiyonlar oldugundan (2) esitligi ancak ve ancak
o(z,T) = Xpm(z),m = 0,1,.. secersek saglanir. Buradan,
Bn = (‘P(va)vYn) = (Xm(x)vY") = 6"7771 n,m =
0,1,2,...olur. Bunu (12) denkleminde yerine yazarsak

T 2 2
/ F(#)e 0T (g sin puo — v cos puo)dt = noe 0T
0

! —(2nm)2(T—t) —(2nm)2T
/ F(B)e @ T (_g)dt = e
0

T o . L
/ F()e P T (i sin i — a0 cos pun)dt = nap_re Fn T
0

n = 17 2’ e
elde edilir. (6) esitligi
— [bp, SIN iy, — QL COS by,

n = 0,1,... ifadesinde goz Oniine alinir ve son integrallerde
T —t, tile degistirilip f(T — t) := v(t) seklinde tanimlanirsa
ispat biter.

Teoremden goriildiigii iizere f(¢) kontrol fonksiyonunu
bulmak igin (11) denklemlerini saglayan v(t) fonksiyonunu
bulmaliyiz. Bu problem L2(0,7)’te A = {e™*™},,5¢ aile-
sine gore moment problemi olarak adlandiriir. Ly (0,7)’te A
kiimesine biortogonal olan {®;, },>¢ fonksiyonlarini olustura-
bilecegimizi varsayalim. Oyle ki tim m, n = 0,1,2.. .’ler icin

T 1, ifn=
/ e_Amtq)n(t)dt = 6'm,n = ' l " mn
0 0, ifn #m

saglanir. Bu durumda

*M%T
F() = o (1)

s —(2nm)2T
M2ne€
+> R 10 (13)
n=1
oo n G,HQT
2n—1 "
P (2
+Z o 2n—1()

n=1

secersek (11) denklemlerinin ¢oziimii vardir. Ciinkii Muntz’s
Teoremine gore (Bkz:[22] Teorem 2.4.1)

1 1
> S > T <™ (14)
n>0 n>0
sagladiginda biortogonal {®,},>0 dizisi mevcuttur. Ayrica,
f(¢) fonksiyonu L3 (0, T')’de yakinsaktir (Bkz: [6]).

S. Sonuclar

Bu ¢alismada, verilen sistemin yerel olmayan sinir kosullar: al-
tinda smirda sifir kontrol edilebilirlik problemi i¢in gerek ve ye-
ter kosullar sunulmugtur. Yerel olmayan sinir kogullari altinda
ozeslenik olmayan bu problem, kontrol edilebilirlik ve gdzlene-
bilirlik arasindaki dualite ve sistemin spektral 6zellikleri kulla-
nilarak moment problemine indirgenerek ¢oziilmiistiir.
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