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Ozetce

Bu caligmada, ters sarka¢ yukari salinim kontrol proble-
mine dual Lyapunov ve polinomyel en iyileme tabanl yeni bir
¢Oziim Onerisi sunulmaktadir. Bilimsel yazinda yukar1 salinim
kontrol probleminin &zel bir ¢oziimiiniin dogrulugu hem kla-
sik Lyapunov hem de dual Lyapunov yontemleriyle analitik ola-
rak gosterilmigtir. Bu ¢aligmada, ayni1 problem karelerin toplami1
polinomlar1 ve yeniden bi¢imlendirme yaklagimlariyla bilgisa-
yarla ¢oziilerek dogrusal olmayan durum geri beslemesi fonksi-
yonun bulunmast i¢in yeni bir yol 6nerilmistir. Calismanin, yeni
kisitlar eklenerek veya daha karmagik donel sistemlere uyarla-
narak nasil gelistirilebilecegi tartigilmistir.

Abstract

In this study, a new dual Lyapunov and polynomial
optimization-based solution is presented for the inverted pen-
dulum swing-up control problem. The validity of a particular
solution to the swing-up control problem has been analytically
demonstrated in the literature using both classical Lyapunov
and dual Lyapunov methods. In this study, the same problem is
computationally solved using the sum of squares polynomials
and recasting approaches to find a new nonlinear state feedback
function. The discussion involves how the study can be furt-
her developed by adding new constraints or adapting it to more
complex rotating systems.

1. Giris

Bir kontrol sisteminin hedeflenen denge noktasina herhangi bir
baslangi¢ kosulu altinda yaklagmasini garanti eden Lyapunov
yaklagtmu iki temel soruna sahiptir: Ilk olarak, bu yaklagimla
sadece durum uzaymin Oklid uzaymna es deger oldugu dina-
mik sistemlerde global kararlilik dogrudan gosterilebilir [1, 2].
Ote yandan, acisal durum degiskenleri iceren dinamik sistem-
lerde denge noktasini global kararli hale getirmek miimkiin de-
gildir. Ikinci sorun ise, geri besleme tasarim probleminde klasik
Lyapunov yontemiyle ortaya ¢ikan esitsizliklerin konveks olma-
mast [3] ve bu yontemle sistemin kararlilagtirilmasi icin sistemli
bir metodun olmamasidir.

Rantzer, sonlu boyutlu sistemlerde bir denge noktasinin ne-
redeyse global kararliligini, (Lebesgue dlciisii sifir olmayan) ¢o-
ziim kiimeleri boyunca artan bir yogunluk fonksiyonu yardi-
muyla karakterize eden dual Lyapunov teoremini, klasik Lya-
punov metodunun iki temel sorununa ¢oziim olma iddiasiyla
ortaya atmistir [4]. Global kararlilik yerine neredeyse global
kararhlig1 karakterize etmesi dolayisiyla Oklid uzay: haricin-
deki durum uzaylar1 i¢in de dogrudan uygulanabilen dual Lya-
punov yontemi, geri besleme fonksiyonu bulma problemine de
sistematik bir yaklagim sunmaktadir [3]. Bu teori, siireksiz vek-
tor alanlarma [5], zamanla siirekli olarak degisen sistemlere
[6, 7, 8], ayrik zamanli1 bagimsiz ve 6zdes dagilmig rassal sii-
reglere [9] ve anahtarlamali sistemlere [10, 11] genellestirilmis-
tir. Dual Lyapunov teoresinin polinomyel optimizasyonla kont-
rol sistemi tasariminda kullanabilecegi [3] ¢aligsmasinda ortaya
konmugtur ve buradan hareketle kareler toplami (SOS) yon-
temiyle dual Lyapunov metodu, ucagin yatig (roll) hareketine



iligkin modelin kararlagtirilmasinda [12], robot navigasyonunda
[13] ve robotik sistemlerin giivenliginde [14], fiize otopilot sis-
temlerinin dizayninda [15], eslenmis Kuramoto osilatorlerinin
kararlilagtirmasinda [16] gibi miihendislik problemlerinde de
uygulanmusgtir.

Donel bir eksen etrafinda hareketli bir sarka¢ diizeneginin
dikey konuma getirilmesi olarak tanimlanabilecek yukar sali-
nim problemi kontrol miihendisligi bilimsel yaziminda farkli
arasgtirma alanlan tarafindan incelenmistir [17, 18, 19, 20]. Ast-
rom ve Furuta [21] tarafindan 6nerilen ilk enerji tabanli yukari
salinim yontemi, sistem enerjisini kararsiz dikey denge nokta-
sinda sifira yakinsatmay1 amaglamaktadir. Ters sarka¢ toplam
enerjisi tizerinden tanimlanan bir Lyapunov fonksiyonun yukar1
salinim stratejisi gelistirmede kullanimi Lozanzo ve arkadag-
lant tarafindan [22] calisgilmistir. Baglangic kosullarinin sarkag
konumu i¢in yatay eksenin altinda kaldigi kosullarda Lyapu-
nov’un ikinci yaklagimini kullanarak yukari salimim problemi
icin dogrusal olmayan durum geri besleme fonksiyonu tasarimi
yapilan ¢alismada [23], kapali cevrim sistemin asimtotik karar-
lig1 tartisilmigtir. Rantzer ve Ceragioli [24] farklli tip kontrolcti
yapilarinin, dual Lyapunov tabanli tasarim dahilinde yogunluk
fonksiyonlarinin oranlart agirliginda birlikte kullanilabildigini
bir ters sarka¢ yukari salinim problemine uygulayarak goster-
migtir.

Bu calismada Hamiltonyen sistemlerden olan ters sarkag
diizenegi icin dual Lyapunov tabanli dogrusal olmayan geri
besleme fonksiyonu, karelerin toplami polinomlar1 ve yeniden
bicimlendirme yontemleriyle hesaplanmstir. Baglangicta, poli-
nomyel olmayan sistemi polinomyel olarak tekrar ifade etmek
icin yeniden bigimlendirme yontemi kullanilmistir. Ardindan,
dual Lyapunov kogulunun tanimlanabilmesi adina enerji tabanlt
yogunluk fonksiyonu belirlenmis, yeniden bi¢imlendirme ki-
sitlar1 tanimlanmig ve polinomyel en iyileme yardim ile ters
sarkag¢ yukart salinim kontrol problemi i¢in kontrol6r hesaplan-
mustir. Son olarak elde edilen geri bildirim fonksiyonu kapali-
cevrim sistemin benzetim caligmasi ile dogrulanmistir. Ayrica,
onerilen yontemi dogrular nitelikte olan, hesaplanan geri bes-
leme fonksiyonunun bilimsel yazimda ifade edilen kontrolor ile
benzerligi hakkinda bilgi verilmistir. Caligmanin geri kalan bo-
liimleri sirasiyla ii¢ baslik altinda sunulmustur. Ikinci bolimde
calismada kullanilan teorem ve yakslagimlar agiklanmistir. Dual
Lyapunov teoreminin Hamiltonyen sistemler ile birlikte deger-
lendirilmesi {igiincii boliimde anlatilmigtir. Dordiincii boliimde
ters sarkag sistemi tanitilmig, dual Lyapunov tabanl: ters sarkag
yukar1 salinim i¢in kontroldr tasarimi agiklanmig, ve benzetim
ortaminda yapilan ¢alismalar aktarilmistir. Besinci baglikta ise
calismanin sonuglari tartigilmigtir.

2. On Bilgi: Dual Lyapunov Teoremi,
Karelerin Toplam Polinomlar1 ve Yeniden
Bicimlendirme (Recasting)

Calismamizdaki kullandigimiz teoremler ve yaklasimlardan bu
boliimde kisaca bahsedilecektir.
2.1. Dual Lyapunov Teoremi

Bu bolumde, caligmamizla alakali literatiirdeki bazi dual Lya-
punov yaklagimlari kisaca tanitilacaktir.

Bir dinamik sistem
z=f(z), f:X—-X €))

ile modellensin. Sistemin X durum uzayi, ya R” ya da ¢ok bo-
yutlu bir torus veya cok boyutlu bir silindir olacaktur.

X = R" i¢in, Rantzer’in [4] calismasinda yer alan dual
Lyapunov teoremi asagida verilmisgtir:

Teorem 1 ([4]) (1) sisteminde, f siirekli ve f(0) = 0 ol-
sun. Eger bir pozitif p € CY'(R™ — {0},R) fonksiyonu,
p(@)f(z)/|z|, {x € R™ : |z| > 1} kiimesinde integrallenebilir
ve [V - (fp)(x)] > 0 olacak sekilde mevcutsa, (1) sisteminin
neredeyse her ¢oziimii 0’a yakinsar.

(1) sistemindeki durum uzayi, ¢cok boyutlu torus veya ¢ok
boyutlu silindir olsun. Bu tiir donel sistemlerde denge noktasini
global kararli hale getirmek (stirekli durum geri beslemesiyle)
miimkiin degildir. Bu durumda donel sistemlerin denge nokta-
sin1 neredeyse global kararli hale getirmek ideal olan yaklagim-
dir. [1] caligmasinda, sistematik olmayan ek kosullarla birlikte,
neredeyse global kararlilagtirma yaklagimi i¢in de global karar-
lilik metodunun kullamlabilecegi gosterilmistir.

2.2. Karelerin Toplam Polinomlar1 Yéntemi

Bir p polinomu eger p1, p2, - - -
toplami1 olarak

, Pm polinomlarinin karelerinin

p(z) = Zp? (z) )

seklinde yazilabiliyorsa, p’ye bir karelerin toplami (SOS) poli-
nomu denir. Bir polinomun pozitifligini belirlemek NP-zor bir
problemdir [25]. Negatif olmayan polinomlar kiimesinde yo-
gun oldugu diistiniilen SOS polinomlari [25] ile negatif olmayan
polinomlara yaklagarak, bu zorluk asilmaya ¢alisilmaktadir. Bu
yaklasimda, SOS olma kosulu, bir matris esitsizligine doniistii-
riilerek [26], yari-kesin programlamayla (SDP) polinomyel za-
manda, YALMIP, SOSTOOLS gibi paketlerle beraber, SeDuMi,
SDTP3 gibi iicretsiz paketler de kullanilarak ¢oziilebilmektedir.
Ayrica, negatif olmayan bir polinomun kompakt bir bolgeye ki-
sitlanigina, Putinar pozitiflik teoremi sayesinde, SOS polinom-
lar1 kullanarak [27] yaklasilabilir.

2.3. Yeniden Bicimlendirme (Recasting)

Yeniden bicimlendirme (recasting), elementer (trigonometrik,
logaritma, hiperbolik, iistel) fonksiyonlarla iiretilmis polinom-
yel olmayan bir sistemi, bir algoritma [28] ile bir rasyonel
sisteme doniigtiirme yontemidir [25]. Elementer fonksiyonlarla
tiretilmig

UbiZZCijijk(l’), Ve; €R, i=1,---,n, (3)
%

J

dinamik sistemi verilsin. (3) sistemine, yeniden bicimlendirme
yontemi asagidaki gibi uygulanir: (3) sisteminde, z; = i,
i = 1,...,n degisken dontigimu yapilir. z; degiskenleriyle,
fijk(x) fonksiyonlarini direkt olarak yazmak miimkiin olma-
digindan, bu fonksiyonlar igin z,, = fi;jx(z) degiskenleri ta-
nimlanir. Yeni 2, degiskenlerinin zamana gore tiirevleri, zincir



kurali yardimiyla hesaplanir. Ardindan tiim f;;x(x) yerine sis-
temde z,, degiskenleri yazilir. Bu iglemler (3) sistemi rasyonel
bir sisteme dontigene kadar devam edilir. Boylece polinomyel
olmayan (3) sistemi, rasyonel bir sisteme doniistiiriiliir. Yeniden
bicimlendirilmig rasyonel sistemin boyutu, (3) orijinal sistemi-
nin boyutundan biiyiik goriinebilir. Bu durumda, doniistim sira-
sinda olusan kisitlar g6z oniine alinirsa, (3) orijinal sisteminin
boyutu ile elde edilen rasyonel sistemin boyutunun ayni oldugu
gortiliir [25, 28].

3. Hamiltonyen Sistemlerde Dual Lyapunov
Yontemi

Hamiltonyen sistemler, enerjinin korundugu sistemler olarak ta-
nimlanabilir ve bu sistemlerde enerji fonksiyonu, Hamiltonyen
H(q,p), sistemin dinamigini belirler. Burada, ¢ konum degis-
kenlerini, p ise momentum degiskenlerini temsil eder. Hamil-
tonyen fonksiyonu verildiginde dinamik asagidaki gibi belirle-
nir:

ql |0 I| |V H
o= o] @
Burada, V, ,, q,p degiskenlerine gore gradyenleri temsil et-
mektedir. Denklemdeki matris ise simplektik matris olarak
isimlendirilir.
Eger Hamiltonyen sistemler i¢in bir yogunluk fonksiyonu
p(g, p) tammlarsak, dual Lyapunov sart1 V - (pf) 6zel bir form

alir:
0 I||V4H
RGN G

Vo (pVpH) = Vp - (pVH) (6)

V- (pf)

Diverjans icin ¢carpim kuralin1 kullandigimizda,

V(pf) = Vqlp) Vol +p(Vq-V,H) @)
=Vu(p) - Vol — p(Vp -V H)  (8)

Ek olarak, V, - V, H = V,, - V H esitliginin yardimiyla,
esitligin son halini elde ederiz:

V- (pf) Va(p) - VoH = Vy(p) - Vol &)

= {p,H} (10)

Burada, {A, B} Poisson parantezi olarak isimlendirilir ve aga-
gidaki gibi tanimlanir:

0A 0B 0AJB
{A’B} B Z 0q; Op; - Opi Oq; an

Burada, 7 sistemin serbestlik derecelerini indisler.

Eger p, H’1n bir fonksiyonu olarak secilirse, {p, H} = 0
oldugu goriiniir. Boylece, sistemin dinamigi dual Lyapunov sar-
tinda goriinmez ve kontrol kuralin1 hesaplamay1 kolaylastirir.
Hamiltonyen sistemlere kontrol girisi v eklendiginde,

Lﬂ - [—Of ﬂ {iﬁ} + [G(()q)} u (12)

seklinde sistemin dinamigi tanimlanabilir.

Kontroliimiiziin amacini sabit bir enerji degerine tagimak
olarak belirleyebiliriz. Boylece, dogal olarak, yogunluk fonksi-
yonu Hamiltonyenin bir fonksiyonu olarak segilebilir. Bu du-
rumda, dual Lyapunov sarti

V- (pf) ={p, H} + V4 (pG(q)u) (13)
olarak yazilabilir. {p, H} = 0 oldugundan dolay1,

9 (pu)
Bpi

V- (pf) = Z Gi(q) (14)

olarak basitlesir.

Yogunluk fonksiyonu basitce p = ﬁ olarak segilebi-
lir. Burada, n integrallebilme kogulunu saglayacak kadar biiyiik
secilmelidir. Eger dual Lyapunov sartin1 saglayani bir kontrol
kurali » hesaplanirsa, neredeyse tiim baglangic kosullari icin,

sistem H(q,p) = c olan degismez kiimeye yakinsayacaktir.

4. Dual Lyapunov Tabanh Ters Sarkac¢
Yukar1 Salimim Kontrol Tasarimm

Bu béliimde, ters sarka¢ yukari salinim sistemi, kararliligin in-
celenebilmesi i¢in ilgili sistem dinamiklerini ifade eden mate-
matiksel model, karelerin toplami polinomyel en iyileme yon-
temi ile dual Lyapunov tabanli kontrol tasarimi uygulamasi an-
latilacaktir.

4.1. Ters Sarkac Sistemi ve Yeniden Bicimlendirme

Bir ters sarkag sisteminin dinamikleri, sarka¢ hiz1 ve konumunu
ifade eden durum denklemleriyle tanimlanabilir:

AR PR IR
To sinx1 + U Ccos x1

Burada z; durum degiskeni acisal sarka¢ konumunu, zo du-
rum degiskeni sarkacin agisal hizini, ve v ise sistem girisini
ifade etmektedir. Sistem dinamikleri incelendiginde sistemin,
(z1,2z2) = (0,0) igin kararli denge noktasinda oldugu ve
(z1,22) = (m,0) igin kararsiz denge noktasinda oldugu go-
riilmektedir. Bu noktalar sirasi ile sarkac kolunun diisey yonde
ve dikey yonde oldugu konumlaridir. Hamiltonyen bir sistem
olan ters sarkag diizeneginin enerji dinamikleri £ = 0.5 23 +
cos x1 — 1 seklinde, kinetik ve potansiyel enerji ifadelerinin top-
lamindan olugmaktadir [24].

Ters sarkac yukari salinim probleminin SOS en iyileme
yontemi ile ¢oziilmesi Onerilen bu calismada, yeniden bi¢im-
lendirme yontemi kullanilarak ilgili sistem polinomyel vektor
alan1 olarak tekrar ifade edilmistir. Bu amagla, z3 = sinx; ve
x4 = cosx seklinde iki yeni ifade tamimlanabilir. Boylece,
Denklem (15) su sekilde tekrar yazilabilir:

l"1:l’2
ro=zx3+ucx
2 3 4 (16)

I.g = X2 T4

564 = —T2 I3



Yeniden bicimlendirme uyguladigimiz trigonometrik fonksi-
yonlarim kareleri toplami sin? z;, + cos? 21 = 1 esitliginin ko-
runmasi gerekmektedir. Bu nedenle, Denklem (16)’ya ek olarak
x3 4z — 1 = 0 esitlik kisit1 saglanmalidir.

4.2. Dual Lyapunov Tabanh Kontrolor Tasarimi ve Benze-
tim Sonuclar:

Ters sarkac sisteminin yukar1 salinim problemine ¢dziim ola-
rak SOS en iyileme yontemi ile dual Lyapunov tabanl: bir dog-
rusal olmayan durum geri besleme fonksiyonunun hesaplan-
mas1 Snerilmigtir. Uglincii boliimde anlatildig1 iizere Hamilton-
yen bir sistem olan ters sarkag¢ diizenegi i¢in yogunluk fonksi-
yonu enerjinin bir fonksiyonu olarak p = 2z seklinde segile-
bilir. Bdylece en iyileme sonucu olarak hesaplanacak kontroldr,
terk sarkag¢ sisteminin yogunluk fonksiyonu dinamiklerine uy-
gun olarak enerjinin sifir oldugu noktaya dogru salinim yapma-
st saglayacaktir. Polinomyel ifadelerin negatif olmama sartla-
rinin arandig1 bu ¢alismada, esitlik kisitlarinin SOS sekilde tek-
rar ifade edilmeleri gerekmektedir. Saglanmasi gereken esitlik
kisitt h(z) = x5 + 27 — 1 = 0 seklinde tanimlanirsa, bir SOS
polinomu g(z) su sekilde tamimlanabilir:

g9(z) = h(z) s(x) (17
Burada g(z) polinomunun SOS olma durumu, s(z) olarak segi-
lecek polinomun SOS olmast ile saglanabilir. Boylece, g(x) >
0 sartinin aranmasi durumunda, h(z) = 0 iken g(z) = 0 ozel-
liginin korunmast ile, esitlik kisit1 SOS en iyileme caligmasinda
kullanilabilir [25]. YALMIP ve SeDuMi SOS en iyileme kiitiip-
haneleri ile yapilan bu ¢alismada kontroloriin hesaplandigr SOS
programi Algoritma 1°de verildigi gibidir [29]. {lgili SOS prog-

Algoritma 1 SOS programi.

: Tammla: x = [z1, 22, 23, m4]T

: Tammla: F'(x)

: Tammla: E, E?,p = 1/E?

Tanimla: u, n

Hesapla: V - (p

Tamimla: h(z) = 23 + 23 — 1

Tamimla: s(z), n dereceli

: Hesapla: g(z) = h(z) s(x)

: Tamimla: div = sos(V - (p f) — g)

10: Tamimla: params = [u, s]

11: Cagur: solvesos(div, params)

12: solvesos() komutu ile sartlar1 saglayan v ve s polinomlarin
hesaplanir.

13: Hesaplanan u fonksiyonunu, kapali cevrim sistemin benze-

timi i¢in kullan.

> Denklem (16)

> Enerji ve Yogunluk

> Kontrolor ve derecesi segilir
7 > Denklem (3)
> Esitlik kisit1

R A A R ol e

> SOS olma gart1
> Aranacak polinomlar

ram1 MATLAB ortaminda kosturulmug ve w durum geri bes-
leme fonksiyonu su sekilde hesaplanmigtir:

0.01 23 25 — 0.34 22 27 — 0.18 23 x4 — (18)
0.06 22 3 x4 — 0.06 2 z}

Hesaplanan fonksiyon katsayilar1 virgiilden sonra iki basa-
mak ¢oziintirlikle verilmis olup, benzetim caligmalarinda da

bu formu ile kapali ¢evrim sistemin davranigini incelemek
icin MATLAB ortaminda kullamilmigtir . Sarkag¢ acisal hizini
ifade eden x9, sarkacin yatay ve dikey eksen iizerinde ko-
numunu ifade eden x3 ve x4 durum degiskenlerinin birbir-
lerine gore degisimlerinin incelendigi faz portreleri paylasil-
mugtir (Sekil 1). Benzetim igin baglangi¢ kosullart z(0) =
[0,0.001, —0.6, —0.8]" olarak secilmis ve 100 saniyelik bir
siire i¢in veri toplanmugtr.

Yukarida hesaplanan kontrol sinyali, x3 = sinzi ve x4 =
cosx1 oldugunu goz Oniine alarak ve trigonometrik esitlikleri
kullanarak basitlestirilebilir ve agagidaki gibi verilebilir:

uw(@) = —0.35z2cosz1(0.51a3 4 coszy — 1) (19)
~ —xocosx1E (20)

Burada SOS ile numerik olarak hesaplanan kontrol sinyalinin,
[24]’de onerilen yapiya yakin oldugu gozlemlenebilir.

X(0) = [0, 0.00.1, -0.6, -0.8] "

Sekil 1: (a) x2 ve x3 durum degiskenleri icin faz portresi. (b)
Ucg boyutlu faz portresi.

5. Sonuclar

Polinomyel en iyileme yontemi kullanilarak dual Lyapunov ka-
rarlilik sartinin ters sarka¢ yukari salinim problemine uyarlan-
dig1 bu ¢aligmada, dogrusal olmayan durum geri besleme fonk-



siyonunun hesaplanmasi i¢in yeniden bi¢imlendirme ve SDP
tabanli bir yaklagim onerilmigtir. Calismanin sonucunda dual
Lyapunov kararliligin polinomyel olmayan sistemlere uyarla-
nabilirligi, negatif olmayan polinomyel sartlarin SOS program-
lama ile tanimlanabildigi ve dogrusal olmayan sistemlerin ka-
rarlilik analizinin yapilabildigi gosterilmistir. Onerilen yonte-
min elde edilen sonuglar 1s181nda, daha karmasik sistemlerin
kararlilik analizinin yapilabilmesi ve kontrolii gelecek caligma-
larda goz Oniine alinacaktir. Geri besleme fonksiyonunun he-
saplanma yonteminin bir polinomyel esitsizlik sisteminin ¢ozii-
miine indirgemesi ile bagka amag Olgiitlerinin de tasarima ek-
lenmesi prensipte miimkiindiir ve gelecekte iizerinde caligilabi-
lecek konular arasindadur.
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