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İzmir Katip Çelebi Üniversitesi, Çiğli, İzmir
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Özetçe

Bu çalışmada, ters sarkaç yukarı salınım kontrol proble-
mine dual Lyapunov ve polinomyel en iyileme tabanlı yeni bir
çözüm önerisi sunulmaktadır. Bilimsel yazında yukarı salınım
kontrol probleminin özel bir çözümünün doğruluğu hem kla-
sik Lyapunov hem de dual Lyapunov yöntemleriyle analitik ola-
rak gösterilmiştir. Bu çalışmada, aynı problem karelerin toplamı
polinomları ve yeniden biçimlendirme yaklaşımlarıyla bilgisa-
yarla çözülerek doğrusal olmayan durum geri beslemesi fonksi-
yonun bulunması için yeni bir yol önerilmiştir. Çalışmanın, yeni
kısıtlar eklenerek veya daha karmaşık dönel sistemlere uyarla-
narak nasıl geliştirilebileceği tartışılmıştır.

Abstract

In this study, a new dual Lyapunov and polynomial
optimization-based solution is presented for the inverted pen-
dulum swing-up control problem. The validity of a particular
solution to the swing-up control problem has been analytically
demonstrated in the literature using both classical Lyapunov
and dual Lyapunov methods. In this study, the same problem is
computationally solved using the sum of squares polynomials
and recasting approaches to find a new nonlinear state feedback
function. The discussion involves how the study can be furt-
her developed by adding new constraints or adapting it to more
complex rotating systems.

1. Giriş
Bir kontrol sisteminin hedeflenen denge noktasına herhangi bir
başlangıç koşulu altında yaklaşmasını garanti eden Lyapunov
yaklaşımı iki temel soruna sahiptir: İlk olarak, bu yaklaşımla
sadece durum uzayının Öklid uzayına eş değer olduğu dina-
mik sistemlerde global kararlılık doğrudan gösterilebilir [1, 2].
Öte yandan, açısal durum değişkenleri içeren dinamik sistem-
lerde denge noktasını global kararlı hale getirmek mümkün de-
ğildir. İkinci sorun ise, geri besleme tasarım probleminde klasik
Lyapunov yöntemiyle ortaya çıkan eşitsizliklerin konveks olma-
ması [3] ve bu yöntemle sistemin kararlılaştırılması için sistemli
bir metodun olmamasıdır.

Rantzer, sonlu boyutlu sistemlerde bir denge noktasının ne-
redeyse global kararlılığını, (Lebesgue ölçüsü sıfır olmayan) çö-
züm kümeleri boyunca artan bir yoğunluk fonksiyonu yardı-
mıyla karakterize eden dual Lyapunov teoremini, klasik Lya-
punov metodunun iki temel sorununa çözüm olma iddiasıyla
ortaya atmıştır [4]. Global kararlılık yerine neredeyse global
kararlılığı karakterize etmesi dolayısıyla Öklid uzayı haricin-
deki durum uzayları için de doğrudan uygulanabilen dual Lya-
punov yöntemi, geri besleme fonksiyonu bulma problemine de
sistematik bir yaklaşım sunmaktadır [3]. Bu teori, süreksiz vek-
tör alanlarına [5], zamanla sürekli olarak değişen sistemlere
[6, 7, 8], ayrık zamanlı bağımsız ve özdeş dağılmış rassal sü-
reçlere [9] ve anahtarlamalı sistemlere [10, 11] genelleştirilmiş-
tir. Dual Lyapunov teoresinin polinomyel optimizasyonla kont-
rol sistemi tasarımında kullanabileceği [3] çalışmasında ortaya
konmuştur ve buradan hareketle kareler toplamı (SOS) yön-
temiyle dual Lyapunov metodu, uçağın yatış (roll) hareketine



ilişkin modelin kararlaştırılmasında [12], robot navigasyonunda
[13] ve robotik sistemlerin güvenliğinde [14], füze otopilot sis-
temlerinin dizaynında [15], eşlenmiş Kuramoto osilatörlerinin
kararlılaştırmasında [16] gibi mühendislik problemlerinde de
uygulanmıştır.

Dönel bir eksen etrafında hareketli bir sarkaç düzeneğinin
dikey konuma getirilmesi olarak tanımlanabilecek yukarı salı-
nım problemi kontrol mühendisliği bilimsel yazımında farklı
araştırma alanları tarafından incelenmiştir [17, 18, 19, 20]. Ast-
rom ve Furuta [21] tarafından önerilen ilk enerji tabanlı yukarı
salınım yöntemi, sistem enerjisini kararsız dikey denge nokta-
sında sıfıra yakınsatmayı amaçlamaktadır. Ters sarkaç toplam
enerjisi üzerinden tanımlanan bir Lyapunov fonksiyonun yukarı
salınım stratejisi geliştirmede kullanımı Lozanzo ve arkadaş-
ları tarafından [22] çalışılmıştır. Başlangıç koşullarının sarkaç
konumu için yatay eksenin altında kaldığı koşullarda Lyapu-
nov’un ikinci yaklaşımını kullanarak yukarı salınım problemi
için doğrusal olmayan durum geri besleme fonksiyonu tasarımı
yapılan çalışmada [23], kapalı çevrim sistemin asimtotik karar-
lığı tartışılmıştır. Rantzer ve Ceragioli [24] farkllı tip kontrolcü
yapılarının, dual Lyapunov tabanlı tasarım dahilinde yoğunluk
fonksiyonlarının oranları ağırlığında birlikte kullanılabildiğini
bir ters sarkaç yukarı salınım problemine uygulayarak göster-
miştir.

Bu çalışmada Hamiltonyen sistemlerden olan ters sarkaç
düzeneği için dual Lyapunov tabanlı doğrusal olmayan geri
besleme fonksiyonu, karelerin toplamı polinomları ve yeniden
biçimlendirme yöntemleriyle hesaplanmıştır. Başlangıçta, poli-
nomyel olmayan sistemi polinomyel olarak tekrar ifade etmek
için yeniden biçimlendirme yöntemi kullanılmıştır. Ardından,
dual Lyapunov koşulunun tanımlanabilmesi adına enerji tabanlı
yoğunluk fonksiyonu belirlenmiş, yeniden biçimlendirme kı-
sıtları tanımlanmış ve polinomyel en iyileme yardımı ile ters
sarkaç yukarı salınım kontrol problemi için kontrolör hesaplan-
mıştır. Son olarak elde edilen geri bildirim fonksiyonu kapalı-
çevrim sistemin benzetim çalışması ile doğrulanmıştır. Ayrıca,
önerilen yöntemi doğrular nitelikte olan, hesaplanan geri bes-
leme fonksiyonunun bilimsel yazımda ifade edilen kontrolör ile
benzerliği hakkında bilgi verilmiştir. Çalışmanın geri kalan bö-
lümleri sırasıyla üç başlık altında sunulmuştur. İkinci bölümde
çalışmada kullanılan teorem ve yakşlaşımlar açıklanmıştır. Dual
Lyapunov teoreminin Hamiltonyen sistemler ile birlikte değer-
lendirilmesi üçüncü bölümde anlatılmıştır. Dördüncü bölümde
ters sarkaç sistemi tanıtılmış, dual Lyapunov tabanlı ters sarkaç
yukarı salınım için kontrolör tasarımı açıklanmış, ve benzetim
ortamında yapılan çalışmalar aktarılmıştır. Beşinci başlıkta ise
çalışmanın sonuçları tartışılmıştır.

2. Ön Bilgi: Dual Lyapunov Teoremi,
Karelerin Toplamı Polinomları ve Yeniden

Biçimlendirme (Recasting)
Çalışmamızdaki kullandığımız teoremler ve yaklaşımlardan bu
bölümde kısaca bahsedilecektir.

2.1. Dual Lyapunov Teoremi

Bu bölümde, çalışmamızla alakalı literatürdeki bazı dual Lya-
punov yaklaşımları kısaca tanıtılacaktır.

Bir dinamik sistem

ẋ = f(x), f : X → X (1)

ile modellensin. Sistemin X durum uzayı, ya Rn ya da çok bo-
yutlu bir torus veya çok boyutlu bir silindir olacaktır.

X = Rn için, Rantzer’in [4] çalışmasında yer alan dual
Lyapunov teoremi aşağıda verilmiştir:

Teorem 1 ([4]) (1) sisteminde, f sürekli ve f(0) = 0 ol-
sun. Eğer bir pozitif ρ ∈ C1(Rn − {0},R) fonksiyonu,
ρ(x)f(x)/|x|, {x ∈ Rn : |x| > 1} kümesinde integrallenebilir
ve [∇ · (fρ)(x)] > 0 olacak şekilde mevcutsa, (1) sisteminin
neredeyse her çözümü 0’a yakınsar.

(1) sistemindeki durum uzayı, çok boyutlu torus veya çok
boyutlu silindir olsun. Bu tür dönel sistemlerde denge noktasını
global kararlı hale getirmek (sürekli durum geri beslemesiyle)
mümkün değildir. Bu durumda dönel sistemlerin denge nokta-
sını neredeyse global kararlı hale getirmek ideal olan yaklaşım-
dır. [1] çalışmasında, sistematik olmayan ek koşullarla birlikte,
neredeyse global kararlılaştırma yaklaşımı için de global karar-
lılık metodunun kullanılabileceği gösterilmiştir.

2.2. Karelerin Toplamı Polinomları Yöntemi

Bir p polinomu eğer p1, p2, · · · , pm polinomlarının karelerinin
toplamı olarak

p(x) =

m∑
i=1

p2i (x) (2)

şeklinde yazılabiliyorsa, p’ye bir karelerin toplamı (SOS) poli-
nomu denir. Bir polinomun pozitifliğini belirlemek NP-zor bir
problemdir [25]. Negatif olmayan polinomlar kümesinde yo-
ğun olduğu düşünülen SOS polinomları [25] ile negatif olmayan
polinomlara yaklaşarak, bu zorluk aşılmaya çalışılmaktadır. Bu
yaklaşımda, SOS olma koşulu, bir matris eşitsizliğine dönüştü-
rülerek [26], yarı-kesin programlamayla (SDP) polinomyel za-
manda, YALMIP, SOSTOOLS gibi paketlerle beraber, SeDuMi,
SDTP3 gibi ücretsiz paketler de kullanılarak çözülebilmektedir.
Ayrıca, negatif olmayan bir polinomun kompakt bir bölgeye kı-
sıtlanışına, Putinar pozitiflik teoremi sayesinde, SOS polinom-
ları kullanarak [27] yaklaşılabilir.

2.3. Yeniden Biçimlendirme (Recasting)

Yeniden biçimlendirme (recasting), elementer (trigonometrik,
logaritma, hiperbolik, üstel) fonksiyonlarla üretilmiş polinom-
yel olmayan bir sistemi, bir algoritma [28] ile bir rasyonel
sisteme dönüştürme yöntemidir [25]. Elementer fonksiyonlarla
üretilmiş

ẋi =
∑
j

cj
∏
k

fijk(x), ∀cj ∈ R, i = 1, · · · , n, (3)

dinamik sistemi verilsin. (3) sistemine, yeniden biçimlendirme
yöntemi aşağıdaki gibi uygulanır: (3) sisteminde, zi = xi,
i = 1, . . . , n değişken dönüşümü yapılır. zi değişkenleriyle,
fijk(x) fonksiyonlarını direkt olarak yazmak mümkün olma-
dığından, bu fonksiyonlar için zm = fijk(x) değişkenleri ta-
nımlanır. Yeni zm değişkenlerinin zamana göre türevleri, zincir



kuralı yardımıyla hesaplanır. Ardından tüm fijk(x) yerine sis-
temde zm değişkenleri yazılır. Bu işlemler (3) sistemi rasyonel
bir sisteme dönüşene kadar devam edilir. Böylece polinomyel
olmayan (3) sistemi, rasyonel bir sisteme dönüştürülür. Yeniden
biçimlendirilmiş rasyonel sistemin boyutu, (3) orijinal sistemi-
nin boyutundan büyük görünebilir. Bu durumda, dönüşüm sıra-
sında oluşan kısıtlar göz önüne alınırsa, (3) orijinal sisteminin
boyutu ile elde edilen rasyonel sistemin boyutunun aynı olduğu
görülür [25, 28].

3. Hamiltonyen Sistemlerde Dual Lyapunov
Yöntemi

Hamiltonyen sistemler, enerjinin korunduğu sistemler olarak ta-
nımlanabilir ve bu sistemlerde enerji fonksiyonu, Hamiltonyen
H(q, p), sistemin dinamiğini belirler. Burada, q konum değiş-
kenlerini, p ise momentum değişkenlerini temsil eder. Hamil-
tonyen fonksiyonu verildiğinde dinamik aşağıdaki gibi belirle-
nir:

˙[q
p

]
=

[
0 I

−I 0

] [
∇qH

∇pH

]
(4)

Burada, ∇q,p, q, p değişkenlerine göre gradyenleri temsil et-
mektedir. Denklemdeki matris ise simplektik matris olarak
isimlendirilir.

Eğer Hamiltonyen sistemler için bir yoğunluk fonksiyonu
ρ(q, p) tanımlarsak, dual Lyapunov şartı ∇ · (ρf) özel bir form
alır:

∇ · (ρf) = ∇ ·
(
ρ

[
0 I

−I 0

] [
∇qH

∇pH

])
(5)

= ∇q · (ρ∇pH)−∇p · (ρ∇qH) (6)

Diverjans için çarpım kuralını kullandığımızda,

∇ · (ρf) = ∇q(ρ) · ∇pH + ρ(∇q · ∇pH) (7)

−∇p(ρ) · ∇qH − ρ(∇p · ∇qH) (8)

Ek olarak, ∇q · ∇pH = ∇p · ∇qH eşitliğinin yardımıyla,
eşitliğin son halini elde ederiz:

∇ · (ρf) = ∇q(ρ) · ∇pH −∇p(ρ) · ∇qH (9)

= {ρ,H} (10)

Burada, {A,B} Poisson parantezi olarak isimlendirilir ve aşa-
ğıdaki gibi tanımlanır:

{A,B} =
∑
i

∂A

∂qi

∂B

∂pi
− ∂A

∂pi

∂B

∂qi
(11)

Burada, i sistemin serbestlik derecelerini indisler.
Eğer ρ, H’ın bir fonksiyonu olarak seçilirse, {ρ,H} = 0

olduğu görünür. Böylece, sistemin dinamiği dual Lyapunov şar-
tında görünmez ve kontrol kuralını hesaplamayı kolaylaştırır.
Hamiltonyen sistemlere kontrol girişi u eklendiğinde,

˙[q
p

]
=

[
0 I

−I 0

] [
∇qH

∇pH

]
+

[
0

G(q)

]
u (12)

şeklinde sistemin dinamiği tanımlanabilir.
Kontrolümüzün amacını sabit bir enerji değerine taşımak

olarak belirleyebiliriz. Böylece, doğal olarak, yoğunluk fonksi-
yonu Hamiltonyenin bir fonksiyonu olarak seçilebilir. Bu du-
rumda, dual Lyapunov şartı

∇ · (ρf) = {ρ,H}+∇q · (ρG(q)u) (13)

olarak yazılabilir. {ρ,H} = 0 olduğundan dolayı,

∇ · (ρf) =
∑
i

Gi(q)
∂ (ρu)

∂pi
(14)

olarak basitleşir.
Yoğunluk fonksiyonu basitçe ρ = 1

(c−H)n
olarak seçilebi-

lir. Burada, n integrallebilme koşulunu sağlayacak kadar büyük
seçilmelidir. Eğer dual Lyapunov şartını sağlayani bir kontrol
kuralı u hesaplanırsa, neredeyse tüm başlangıç koşulları için,
sistem H(q, p) = c olan değişmez kümeye yakınsayacaktır.

4. Dual Lyapunov Tabanlı Ters Sarkaç
Yukarı Salınım Kontrol Tasarımı

Bu bölümde, ters sarkaç yukarı salınım sistemi, kararlılığın in-
celenebilmesi için ilgili sistem dinamiklerini ifade eden mate-
matiksel model, karelerin toplamı polinomyel en iyileme yön-
temi ile dual Lyapunov tabanlı kontrol tasarımı uygulaması an-
latılacaktır.

4.1. Ters Sarkaç Sistemi ve Yeniden Biçimlendirme

Bir ters sarkaç sisteminin dinamikleri, sarkaç hızı ve konumunu
ifade eden durum denklemleriyle tanımlanabilir:

[
ẋ1

ẋ2

]
=

[
x2

sinx1 + u cosx1

]
(15)

Burada x1 durum değişkeni açısal sarkaç konumunu, x2 du-
rum değişkeni sarkacın açısal hızını, ve u ise sistem girişini
ifade etmektedir. Sistem dinamikleri incelendiğinde sistemin,
(x1, x2) = (0, 0) için kararlı denge noktasında olduğu ve
(x1, x2) = (π, 0) için kararsız denge noktasında olduğu gö-
rülmektedir. Bu noktalar sırası ile sarkaç kolunun düşey yönde
ve dikey yönde olduğu konumlarıdır. Hamiltonyen bir sistem
olan ters sarkaç düzeneğinin enerji dinamikleri E = 0.5 x2

2 +

cosx1−1 şeklinde, kinetik ve potansiyel enerji ifadelerinin top-
lamından oluşmaktadır [24].

Ters sarkaç yukarı salınım probleminin SOS en iyileme
yöntemi ile çözülmesi önerilen bu çalışmada, yeniden biçim-
lendirme yöntemi kullanılarak ilgili sistem polinomyel vektör
alanı olarak tekrar ifade edilmiştir. Bu amaçla, x3 = sinx1 ve
x4 = cosx1 şeklinde iki yeni ifade tanımlanabilir. Böylece,
Denklem (15) şu şekilde tekrar yazılabilir:

ẋ1 = x2

ẋ2 = x3 + u x4

ẋ3 = x2 x4

ẋ4 = −x2 x3

(16)



Yeniden biçimlendirme uyguladığımız trigonometrik fonksi-
yonların kareleri toplamı sin2 x1 + cos2 x1 = 1 eşitliğinin ko-
runması gerekmektedir. Bu nedenle, Denklem (16)’ya ek olarak
x2
3 + x2

4 − 1 = 0 eşitlik kısıtı sağlanmalıdır.

4.2. Dual Lyapunov Tabanlı Kontrolör Tasarımı ve Benze-
tim Sonuçları

Ters sarkaç sisteminin yukarı salınım problemine çözüm ola-
rak SOS en iyileme yöntemi ile dual Lyapunov tabanlı bir doğ-
rusal olmayan durum geri besleme fonksiyonunun hesaplan-
ması önerilmiştir. Üçüncü bölümde anlatıldığı üzere Hamilton-
yen bir sistem olan ters sarkaç düzeneği için yoğunluk fonksi-
yonu enerjinin bir fonksiyonu olarak ρ = 1

E2 şeklinde seçile-
bilir. Böylece en iyileme sonucu olarak hesaplanacak kontrolör,
terk sarkaç sisteminin yoğunluk fonksiyonu dinamiklerine uy-
gun olarak enerjinin sıfır olduğu noktaya doğru salınım yapma-
sını sağlayacaktır. Polinomyel ifadelerin negatif olmama şartla-
rının arandığı bu çalışmada, eşitlik kısıtlarının SOS şekilde tek-
rar ifade edilmeleri gerekmektedir. Sağlanması gereken eşitlik
kısıtı h(x) = x2

3 + x2
4 − 1 = 0 şeklinde tanımlanırsa, bir SOS

polinomu g(x) şu şekilde tanımlanabilir:

g(x) = h(x) s(x) (17)

Burada g(x) polinomunun SOS olma durumu, s(x) olarak seçi-
lecek polinomun SOS olması ile sağlanabilir. Böylece, g(x) ≥
0 şartının aranması durumunda, h(x) = 0 iken g(x) = 0 özel-
liğinin korunması ile, eşitlik kısıtı SOS en iyileme çalışmasında
kullanılabilir [25]. YALMIP ve SeDuMi SOS en iyileme kütüp-
haneleri ile yapılan bu çalışmada kontrolörün hesaplandığı SOS
programı Algoritma 1’de verildiği gibidir [29]. İlgili SOS prog-

Algoritma 1 SOS programı.

1: Tanımla: x = [x1, x2, x3, x4]
T

2: Tanımla: F (x) ▷ Denklem (16)
3: Tanımla: E,E2, ρ = 1/E2 ▷ Enerji ve Yoğunluk
4: Tanımla: u, n ▷ Kontrolör ve derecesi seçilir
5: Hesapla: ∇ · (ρ f) ▷ Denklem (3)
6: Tanımla: h(x) = x2

3 + x2
4 − 1 ▷ Eşitlik kısıtı

7: Tanımla: s(x), n dereceli
8: Hesapla: g(x) = h(x) s(x)

9: Tanımla: div = sos(∇ · (ρ f)− g) ▷ SOS olma şartı
10: Tanımla: params = [u, s] ▷ Aranacak polinomlar
11: Çağır : solvesos(div, params)
12: solvesos() komutu ile şartları sağlayan u ve s polinomlarını

hesaplanır.
13: Hesaplanan u fonksiyonunu, kapalı çevrim sistemin benze-

timi için kullan.

ramı MATLAB ortamında koşturulmuş ve u durum geri bes-
leme fonksiyonu şu şekilde hesaplanmıştır:

u(x) = −0.01 x2 + 0.41 x2 x4 +

0.01 x2 x2
3 − 0.34 x2 x2

4 − 0.18 x3
2 x4 −

0.06 x2 x2
3 x4 − 0.06 x2 x3

4

(18)

Hesaplanan fonksiyon katsayıları virgülden sonra iki basa-
mak çözünürlükle verilmiş olup, benzetim çalışmalarında da

bu formu ile kapalı çevrim sistemin davranışını incelemek
için MATLAB ortamında kullanılmıştır . Sarkaç açısal hızını
ifade eden x2, sarkacın yatay ve dikey eksen üzerinde ko-
numunu ifade eden x3 ve x4 durum değişkenlerinin birbir-
lerine göre değişimlerinin incelendiği faz portreleri paylaşıl-
mıştır (Şekil 1). Benzetim için başlangıç koşulları x(0) =

[0, 0.001,−0.6,−0.8]T olarak seçilmiş ve 100 saniyelik bir
süre için veri toplanmıştır.

Yukarıda hesaplanan kontrol sinyali, x3 = sinx1 ve x4 =

cosx1 olduğunu göz önüne alarak ve trigonometrik eşitlikleri
kullanarak basitleştirilebilir ve aşağıdaki gibi verilebilir:

u(x) = −0.35x2 cosx1(0.51x
2
2 + cosx1 − 1) (19)

≃ −x2 cosx1E (20)

Burada SOS ile numerik olarak hesaplanan kontrol sinyalinin,
[24]’de önerilen yapıya yakın olduğu gözlemlenebilir.
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Şekil 1: (a) x2 ve x3 durum değişkenleri için faz portresi. (b)
Üç boyutlu faz portresi.

5. Sonuçlar
Polinomyel en iyileme yöntemi kullanılarak dual Lyapunov ka-
rarlılık şartının ters sarkaç yukarı salınım problemine uyarlan-
dığı bu çalışmada, doğrusal olmayan durum geri besleme fonk-



siyonunun hesaplanması için yeniden biçimlendirme ve SDP
tabanlı bir yaklaşım önerilmiştir. Çalışmanın sonucunda dual
Lyapunov kararlılığın polinomyel olmayan sistemlere uyarla-
nabilirliği, negatif olmayan polinomyel şartların SOS program-
lama ile tanımlanabildiği ve doğrusal olmayan sistemlerin ka-
rarlılık analizinin yapılabildiği gösterilmiştir. Önerilen yönte-
min elde edilen sonuçlar ışığında, daha karmaşık sistemlerin
kararlılık analizinin yapılabilmesi ve kontrolü gelecek çalışma-
larda göz önüne alınacaktır. Geri besleme fonksiyonunun he-
saplanma yönteminin bir polinomyel eşitsizlik sisteminin çözü-
müne indirgemesi ile başka amaç ölçütlerinin de tasarıma ek-
lenmesi prensipte mümkündür ve gelecekte üzerinde çalışılabi-
lecek konular arasındadır.
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